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(Ein  DoIIftänöigcs  Dcrjcidjnis  öer  Sammlung  „Aus  ITatur 
unö  (Beiftcsroclt"  bcftnöet  fid}  am  S^Iufe  Mcfcs  Banöes. 


Q  10üO:8l'V 


Oertüg  »Ott  B.  <5.  tlcubttcr  in  xeip3iö,  po\x] 


Künitlerifd)er  löanbic^r.. 

i-ür  f)aus  unb  Sd)ulc.      S^'^'^iQ^  Kürt|tlerftetn3ei(i)nungen 


6era6e  IDerfe  cditcr  !7eimatlun{t,  öie  «nfadje  IHotico  ausgeitaltctt,  bieten  nidjt  nur 
6em  (ErtDad)(enen  IDertDolIes,  jonöcrn  finö  aud)  öem  Kino«  Der(tänöltd!.  Sic  eignen 
|;(i)  öesljalb  Bejonöers  für  öas  öeutjd^e  I^aus  unö  tonnen  Ieinenftii3n[ten  Sdimutf  bilöen. 
Ter  Dcrjud)  i\at  gejcigt,  ba^  {ie  (iil)  in  Dorneljm  ausgejtattcten  Räumen  ebenjogut  3U 
behaupten  cermögen,  roie  Jie  bas  einfad)itc  IDof)n3tmmer  tdjmücEen. 
Audi  in  öer  Sd)u[c  finöcn  öie  Bilöer  immer  met)r  (Eingang.  ITla&gebenöe  päfcagogen 
^aben  öen  Ijofjen  IDert  bcr  Bitöer  ancrtannt,  meljrere  Regierungen  Ijaben  öas  Unter» 
neljmen  öurdj  flnfaüf  unö  £mpfei)tung  unterUü^t. 


3- Bergmann:  Seerofen  i 

(BröSe  100x70  cm.  preis  6  IHarr.   ®I)ne  (Bios  gercfjmt  14  lHarf.   ItTil  ®Iüs  gcrafimt  > 
19  marf.    pafienöe  Rat)menfarbe  öuntelrot.  i 

„(Es  lälf  yiii  taum  nod}  etroas  jum  Rufjmc  öicjer  roirtlid)  KiwHIertjdien  Stetnjeic^nungen 
•'Ben,  öie  nun  jdion  in  öen  meiteften  Krei|en  öes  Doltes  allen  Beifall  gefunöen  unö 
Tjas  ausjditaggebenö  i[t  —  von  öen  aniprud)DoIliten  Kunftfreunöcrt  efaen|o  Begeljrt 
*fcn  rote  oon  jenen,  öenen  es  löngft  ein  nergeblicfier  tDunjdi  mar,  öas  fjeim 
Ejtens  mit  einem  farbigen  (Driginal  ju  fdjmücten.  IDas  fcljr  jeitcn  oortommt: 
Tbegegnet  flcf)  roirllfd)  einmal  öcs  Doltes  £uft  am  Betrauen  unö  öes  Kenners 
1>e  an  öer  tünjtleriidien  IDieöergabe  öer  fluöenroelt."  (Kunjt  für  Alle  Xil.) 

ffllt  unö  jung  toar  begeijtert,  qcroöesu  glütflid)  über  6ie  Kraft  maleritdier  tDir» 
'^n,  öte  f)ier  für  oerljältnismägig  btlHgen  preis  önrgeboten  rolrö.    (Enöltd)  einmal 
roas  öem  ööen  ©lörudbilbe  mit  (Erfolg  gegeniibertreten  tann.' 

(Pfarrer  Haumann  in  öer  »Ijilfc".) 


^eubner  in  £eip3ig. 


KÜTi|tIenf(i)er  U)anbjd}mu(f 

für  iJQus  unb  Sd)ulc.    5'^'^^^9ß  Kün[tlcr[tein3cid)nungen 


<5vögere Blätter:  BiiögröSe  iooxto 

(Erfdjienen  fin6  ca.  80 
Banker,  Hben6.  I 

Bergmann,  Seeroien. 
Bie|e,l>ünenjjrQb— 3m  Sta^lroerl  b.Knqjp. 
(Eons,  Sd|u;arjtDal6tanne. 
Dcttmann,  Dulfantnerft  bef  Stettin. 
Du  Bois^Reitmonb,  att.Canötdi.(flfTopolls). 
<&cn}mer,  Dültslte6. 
<Beorgi,  €mte  —  pflügenöer  Bauer, 
ffieorgl,  PoftIutld)e  —  tttroler  Dörf<lien. 
TtedeT,  Am  nieeresftranb  —  Itlü^lc  am 

tPei^er. 
l'iein,  Jm  tDasgcnroalö  —  Hm  tDebjtu^L 
I^erötl»,  £jetm?c^r. 

^od(,  Südierboote  —  (Bletfdier  —  Kiefern. 
Kümpmann,  monftaufgaitg. 
Kampmann,  flbenörot  —  Fjerbftobenö. 
Kanolb^,  (Etdien. 
i:eiber,  SonntogsftiHe. 


Kleincrc  Blatter: 

Büogröfcc  41x30  cm.  (Erjdiienen  finb 
32  Blätter,  {c  JC  2.50,  öarunter: 

Becfcrt,  Sädjjildie  Dorfitrafee. 

Benön^t,  Aus  alter  3eit  —  Si  ITlarien  In 
Danjig  —  ^ofobsttrdjt  in  C^orn  — 
(Dröensburg  lltarienoieröer  ^  Die 
JTtarienbnrg  —  Kuiiie  Rljeien. 

Bieje,  (Il)ri{tmartt  —  (Elfl[amer  Rof. 

Daur,  Bejdjncitc  tjoben  —  Kapelle. 

5ifent(d)er,  inaimorgea. 

^ein,  Das  laL 

Rtlöeubront,  EDos  öer  Hlonb  ersäljlt 

Kampmann,  l7erbftftürme  —  Sektabtnb. 

£ur.tt,  flites  StäMd)en. 

©i-tlieb,  tierb(tluft 

pefeet,  Arn  Stabttor. 

Strtdi.dhapd',  Blü^enöe  Kaltanien. 

Strirt)»{Eqapen,  Ijeuemte. 

D.  Dolfmann,  SriiFilina  ouf  öer  tDeiöe. 

Sciling,  Dresben.       {^erbjt  in  öer  (EifeL 

Cciiiroanbmappe  m.  tOBI.  tuWai)lJC2».— 

Kartonmappe  m.  5  Blätt-n-lfal)!^  12.— 


tOanb«$rieie: 

Bilbgrööe  105x44  cm  It  JC  4.— 
RcIim'Dletor,  aJer  roill  unter  bie  Sotbaten 

—  IDtr  nwHen  bie  golbcne  Briidc  ^auen 

—  Sdilaraffcnlanb  —  ScJjluraffcnlcben 

—  €hglein  3.  tt>ad)t  —  (tngicin  3.  f^ut. 
f.ar.g,  Uijt  bie  ÜJurft  —  t)etteres  SptcL 
Ij^.nnann,  3m  IHoor  —  flfdjenbröbel — 

Roträppdjen. 
«a  Ijmen  0.,/Ä  2.— bis  ^  17.— lout  Katalog. 


cm  unb  75x55  cm  \H.  6.—  unb  Ji  S.- 
Blätter, barunter: 

CfcBermann.  3m  pari. 

£tner,  flbenbfrieben. 

niattliaei,  norbjeeiöpIL 

ntuntdielb,  IDintemarfiL 

(Drlit,  Rübe3al)I  —  l^änfel  unb  (Bretel. 

ffitto,  (Iljrtftus  u.IliIobem.inaria  u-lltortbi  . 

Pac^a,  Reigen. 

Roman,   pneFtum   —    Rom.  dampagnQ 

Sdjacfjt,  4i(i?ame  tDetbe. 

Sdjlnnercr,  tOalöroiefe  —  XDinterabenb. 

Scl)ramm«3lttau,  Scfjroäne. 

Strirf) •  (niopell ,  £teb  fjeimatlanb  cht 
—  fjerbjt  tm  Canb  —  Dorf  in  Dünen  — 
5rfll)lingsgä(te  —  OTonönadjt. 

Süß,  Sanft  (Beorg.  , 

Doigt,  Kirdigang. 

r.  Ooltmann,  IDogenbes  KomfeU). 

tPielanö,  ITtattcrhom  —  £e^tes  £eud)ten. ' 


Bunte  Blätter: 

Kleinfte  Künftlerfteinseidjmingci;. 
Blattgröge  33x23  cm. 
(Erfditenen  flnb  16  Blätter, 
je  M.  1.—,  darunter 
Biefe,  Derjdjnett 
Daur,  flm  IRcer. 
Sifentidicr,  flm  IDalöesranb. 
(Blüd,  niorgcnlonne  im  fjorfigebirge. 
fjllbenbranb.  Stilles  (BS^djcn. 
Kampmaitit,  Baumblüte  —  Pergbori. 
Knapp,  Unter  bem  flpfelbaimi. 
matt^oet,  3n  den  ütarfdjen. 
Sdjroebter,  BergfdilSBdien. 

3n  5umierroI)men ^4i  1.^] 

3n  TiiajjiDem  Raljraen       .  .  .   .  JC  3.-S 
£einn)anbmappe  mit  10  BUHtem  nad> 

IDaI)I Jl  12.— 

KartonmoDpe    mit   5   Blättern    iiaii 

rOabl 4C  5.— 


Porträts:  «rSBc  60x50  cm  .)i9,~ 

Bauer,  (Boctije  —  Siiidler    -  !.4it^er. 
Kampf,  Kaijcr  n)llf)clm  IL 
Bauer,  Kleines  SdjiUerbitb,    0  jBfet  . 
19x29  cm.   Preis  J  M.,  in  5iii  •ter» 
raljmcn  2Ji,  in  mal(lü«mRal)Ti:.    iJC 

Holimcn:  Su  6.  groß.  Blatte. .    H  :■>><■:■ 
bis  Jtl7.— 3ub.!Ietn*rfn. ' 


aus  tlatur  unö  (Seiftesroelt 

Sammlung  rDi[fenfd)aftIi(i)=gcmemDer[tänöIid)cr  Darftellungcn 
=   197.  Bänö(i)cn  = 

€infüf)rung  in  öie 

3nfinitefimalred}nung 

mit  einer  f)iftorifd)en  Überjidjt 

Don 

Dr.  (Berf)arö  Koroaletosü 

a.  0.  Prof.  öer  niatf)ematif  an  5er  Urtioerfhät  Bonn 
IHit  18  Sigurcn  im  (Eeft 


DrucE  unö  Dcriag  Don  B.  (5.  Ceubncr  in  tcipjig  1908 
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ftllc  Rcdjte,  einfdjüefelid)  bcs  Übcrfc^ungsrcdjts,  oorbetjaltcn. 


SSortüort 

2)a§  üorltegenbe  Süd^lein  bietet  bie  ©riinbbegriffe  unb  .§aupt= 
fä|e  ber  ^nfiniteftmalreci^nung  in  einer  ^orm,  bie  ungefähr  ben 
mobemen  2ln[d^auungen  entfpric^t.  @§  ift  überall  ber  35er[ud^  ge= 
mad^t,  fo  ftreng  raie  mögli(^  ju  fein,  ol^ne  borf;  burd;  511  tiefet  @in= 
getien  auf  alle  ©i^raierigleiten  ben  Sefer  abjufdöredfen.  ©ine  oöllig 
ftrenge  Segrünbung  ber  ^nfinitefimalred;nung  ift  nur  nad^  flarer 
3^eftlegung  be§  3tt^Ibegriff§  möglidj.  ©ine  fold^e  l)ätte  aber  in  ben 
Stammen  biefer  ©c^rift  nic^t  l)ineingepa^t.  ^Des^lb  luurbe  baüon 
abgefel)en. 

2)er  33erfaffer  l)offt,  ba^  jeber  ©ebilbete  au§  biefem  fleinen 
^nä)  einen  33egriff  oon  bem  äöefen  ber  ^nfinitefimalred^nung  ge- 
roinnen lann,  unb  ba^  inöbefonbere  auc^  ber  matl)ematifd§e  ©tubent 
9^u^en  barau§  gießen  roirb. 

Sonn,  ©eptember  1907. 


3nr)aIt^üBerftc^t. 

Seite 

@rfte§  Kapitel, 

gunftionen,  förenjiuerte,  9\ei^en 1— 4=2 

3roeite^  Kapitel. 

®itferentialred}uun9 43—98 

2)ritteg  Kapitel, 

^ntegralre^nung 98 — lüt 

^iftoiijdje  Überfiel)! 119—120 


i8erid)tiflungen. 

@cite  33,  3eile  12  u.  13  oon  unten:  ,,autftetgcHbe"  ftatt 
„abfteigenbe"  unb  umgefe^rt. 
53,  Ic^te  ;VormeI:  (cot  a;)'  ftatt  (cos  «)'. 

58,  3eUe  13  bon  unten:  x-\~h  [tatt  «  +  ä. 

59,  3eire  10:  (0  <*  <l)  ju  ftreicl}en. 
61,  3eile  14:  „bte"  ftatt  „bcn". 
69,  Beile  12:  «„x^"^  [tatt  a^xl. 
99,  3etle  12:  a^x-  [tatt  a^x. 


©rfteS  Kapitel 

§  1»    Dfränl»i?rltdjc  unJ»  £ün|iflntin, 

®ine  3SeränberIiif)e  ift  eine  ®rö^e,  bie  oerfd^iebene  2Berte 
annimmt,  eine  ^onftante  bagegen  eine  ©rö|e,  ))k  itjren  2Bett 
nid^t  änbert.  So  finb  3.  S.  ©rö^e  unb  ©eroid^t  eine§  f)eran- 
mac^fenben  SJlenfd^en  SSeränberlidje,  SReter  unb  Kilogramm,  mit 
benen  mir  jene  meffen,  ^onftanten.  2(uc^  bie  feit  einem  be= 
ftimmten  3eitP"n^t  cerfloffene  3*-'it  ift  eine  SSevänberlic^e,  rcäljrenb 
bie  Sefunbe,  mit  ber  mir  fie  meffen,  eine  ^onftante  ift. 

§  2.    iFuitkltoueu  sinn  ^exän'iuxixijnu 

®er  ^-unftionsbegriff  ift  ber  roid^tigfte  Segriff  ber  ^ö^eren 
9Jiatl^emati!.  ^n  ber  3IlIgemein^eit,  roie  ruir  il)n  je^t  erflären 
roerben,  i)at  if)n  gum  erften  Wlal  S)irirf)let  eingefüf)rt  (1837). 

y  f)ei^t  eine  ^unftion  oon  x,  menn  ju  jebem  SBert 
von  X  ein  9Sert  oon  y  gehört.  Sejeid^nen  mir  5.  33.  mit  x 
ba§  genaue  SeSenäalter  eines  9)ienfd)en,  mit  y  bie  ©röfje  (ober 
baö  ©eroid)t)  biefeä  9)ienfc^en  im  ^2llter  x,  fo  gef)ört  offenbar  §u 
jebem  2ßert  oon  x  ein  3Sert  oon  y.  ©rö^e  unb  @eund)t  eines 
5Renfd}en  finb  alfo  ^amftionen  feinet  2t(terS. 

Stnbere  33eifpiele  für  ^unftionen  finb  folgenbe: 

Oberfläche  unb  ^n§alt  einer  5?ugel  finb  ^^""n^iic"^"  i^^ß^ 
9tabiuä. 

2)ie  ©nbgefd^minbigfeit  eine§  fallenben  Körpers  ift  eine  g^unftion 
ber  gaQ^öf)e. 

2)ag  33olumen  einer  ©agmenge  ift  (bei  gegebener  2^empe= 
ratur)  eine  g^unftion  be§  ©rudä. 

2öir  empfef)Ien  bem  £efer,  loeitere  Seifpiele  für  g^unftionen 
auä  ©eometrie,  '^^ijfif  unb  ß^emie  felbft  l)erau§3ufud;en,  um  fic§ 
baburd^  ben  §unftion§begriff  mög(id)[t  flar  ju  madjen. 

2I9lu®  197:  Äoroalemsa.  3nflnitefiinalred)nun8-  1 


2  I    3-unftionen,  &xen^tvtxtc,  5ReU)cn. 

2Benn  y  eine  ^im!tion  oon  x  \\t,  fo  nennt  man  x  bie 
unabl^ängige,  y  ^ie  abljängige  33eränberli(^e. 

Um  auägubrüden,  ba^  y  eine  ^unftion  oon  a;  ift,  fd^veibt  man 

y  =  f(x)         (2ie§:  „2/  Ö^eid^  /"  von  x".) 

§at  man  glcid^jeitig  oerfd^iebene  ^^unftionen  ju  betrad^ten, 
fo  roenbet  man  bie  Se§eidjnungen  f{x),  o(x),  h{x),  .  .  .  ober 
(p{x),  %{x),  ip(x),  .  .  .  an.  ©5  werben  faft  aUe  33uc§[taben 
(gro^e  unb  f(eine)  jur  S^ejeidjnung  »on  g-unftionen  benu^t. 

g  \)ti^t  eine  ^unftion  üon  x  unb  y,  luenn  ju  jebem 
SBertf^ftem  x,  y  ein  äöert  uon  ^  geljiJrt.  'DJcan  nennt  x 
unb  y  bie  unabhängigen  3^eränberlirf)en,  -ä  bie  abhängige 
SSeränberlidje  unb  fdjreibt 

^  =  f{^,  y)  ■ 

®inb   neben  f{x,  y)   nod)   anbere  ^unftioncn   üon  x  unb  y   ju 
betradjten,  fo  nimmt  man   bei  il)ncn  ftatt  /'  anöere  Sudjftaben. 

^etfviele  für  ^«tttt'oneu  von  giuet  U^eränberüdfjeu. 

©er  !5n[}a(t  eineg  9ied)ted'5  ift  eine  ^ninfiion  ber  beiben  Seiten. 
S)a§  3]£)lumen  einer  ©asmengc  ift  eine  g-unftion  uon  ®rüd  unb 
^^emperatur.     'Ser  2efer  möge  felbft  lueitere  35eifpiele  bilben. 

^n  burd)auS  entfpredjenber  Söeife  befiuiert  man  ^^unftionen 
oon  brei,  vier,  fünf,  .  .  .  3]eränberlid^en. 

i^  4.    Ojcomftrtfiljc  £)ör|ifüuug  Jicr  3nl)lfn,   3aljUni|jnflrc 

2)e§carte§  I)at  in  feiner  „Geometrie"  (1637'  geleljrt,  mie 
man  bie  3«l)Ien  burdj  bie  ^Umftc  einer  ©erabcn,  bie  3a^)Icnpaare*) 
burd)  bie  fünfte  ber  Cbene,  bie  ^^fj^cntripel*)  burd)  bie  '»^^unfte 
be§  Siaumes  in  einfad^er  -ll^eife  nerfinnlidjcn  fann,  unb  er  mürbe 
baburd)  ber  33cgrünber  ber  analr)tifd;en  ©eometrie. 

1.  2l5enn  mir  eine  ©erabe  betrad^ten  (^ig-  l)/  fo  tonnen 
lüir  ung  in  groei  ucrfd)iebencn  ^)(id;tungen  auf  il)r  bemegcn.    '3)ie 

*)  ®enau  flcnoiumeu  miifUcu  luir  fairen  „i^corbiicte  3'''li'c"P'''iii'e" 
unb  „georbuete  3i'i)'c"tripel",  meil  in  icöcm  'i^aax  ein  1.  unb  2.,  tu 
jcbcm  Tripel  ein  1.,  2.  uub  o.  (yiieb  uutcvidjicbcu  mivb. 


QJeometrtfd^e  ©arftelliing  ber  ^^ai)\tn.  3 

eine.biefer  beiben  9iid)tungen  ift  in  ber  S^igiir  hmä)  einen  ^feil 
marfiert.  Sie  fott  bic  pofitiöe  fieif^en,  bie  anberc  bie  negatiue. 
®ine  23en)e9ung  auf  unforcr  Weraben  in  pofitioer  ^)fid)tung  luotlen 
tüir  eine  3>ürraävt§beiüegung,  eine  33eir)egunt3  in  negmiuer 
9Mjtung    eine     9tüdEu)ärt§6einegung      ^    ^j      b     p      p 

nennen.*)     9Znn  fei  A  ein  erfter,  B  ein     -^ — '-^ ' ' ^ 

giöeiter  ^unft  auf  ber  (^)eraben;  d  fei  bie  \       '^ 

Entfernung  beiber,  gemeffen  mit  einer  gu  ^' 

©runbe  gelegten  Sängencinl^eit.  33en3egen  loir  un§  auf  ber  ©eraben 
Don  A  nüd)  B ,  fo  befd)rci6en  mir  bie  ©trede  AB.  ^aben  rair 
babei  eine  SSorroärtSbemegung  auögefidjrt,  fo  rooUen  wir  fagen: 

S)ie  ©trede  AB  \)<xi  bie  gjia^safjl  d. 

^aben  rair  eine  Siüdroärtsberaegung  ausgeführt,  fo  rootten 
roir  fagen: 

3)ie  ©trede  AB  ^^oX  bie  5Jia^äa^l— d 

2)ie  3Jiaf53a{jI  einer  ©trede  AB  ift  alfo  bie  mit  einem  ge= 
miffen  S^orjeidjen  t)erfe!)ene  (Entfernung  ber  beibcn  fünfte  A,  B. 
S)iefeä  SSorgeidjen  ift  baä  ßeic^^'i^  +/  "-'^"'^  '^^'^  wo'i  -^  "ßcl)  -ß 
burd}  eine  ä^orroärtöbeiuegung  gelangt  (bie  Sofomotioe  alfo  üon 
A  nad)  B  oorroärtö  faf)ren  mufj)  ba§  3eidjen  — ,  trenn  man  oon 
A  nad)  B  burd}  eine  Siüdmärtsbetüegung  gelangt  (bie  Sotomotioe 
alfo  üon  A  nad)  B  rüdioärtö  fa^^ren  mu^). 

®ie  Slta^jal}!  ber  ©trede  AB  motten  mir  mit  AB  be= 
3ci(^nen,  bie  Entfernung   ber  beiben  fünfte  A,  B  bagegen  mit 

I  ^^  I- 

S)ann  ift  offenbar  \AB\  =  \  BA  \,  aber 

(1)  Zß  =  -5^; 

bcnn  menn  bie  Sofomotioe  3.  33.  oon  A  nad^  B  uormärtg  fä()rt, 
fo  mu^  fie  oon  B  nad^  A  rüdmärtö  faf)ren. 

Eine  mid)tige  Stelation  befte^t  gmifdjen  ben  burd)  brei  ^ntnfte 
A,  B ,  C  beftimmten  ©treden.     E§  ift  immer 

(2)  Zß  +  SC  +  Öl  =  0       ober  AB=CB  —  CA. 
3)tefe  ^ormel  !ann  man  au§  ber  ^-ig.  2  ablefen,  roeld;e  bie 


*)  ©g  ift  jtüedmä^ig,  fid)  üoräufteHen,  ba§  bie  @5erabe  bic  eine 
ber  beiben  Sd)ienen  ift,  auf  beneu  fid)  eine  Sofomotiüe  betregt,  bie 
uicbt  umgebre^t  tüerbeu  tarnt. 
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4  I-  l^unftionen,  ©renjtüerte ,  JRet^en. 

ücrfd^iebenen  Slrten,  lüie  bte  fünfte  A,  B,  C  liegen  fönnen,  t)er= 
an[d)auUd)t.   9JJan  mu^  babei  auf  bie  Stelotion  (1)  3^üd[id)t  nei)men. 

5Rarf)  biefen   3Sorbe= 

reitungen  fönnen  roir  bie 

3Ser[innIid^ung  ber  ^o^- 

len  burc^  bie  fünfte  einer 

©eraben,    bie    roir   bie 

]    ^  3öl)lenlinie  nennen,  in 

^'^'  "■  folgenber  Söeife  beroerf; 

ftettigen.    2Bir  n)äf)Ien  auf  ber  ©eraben  (ugl.  %\a,.  1)   einen  feften 

2lnfang§punft  0.    ^ebem  ^unft  P  orbnen  rair  bann  bie  ^^a.{){ 

(3)  ic  =  ÖP 

gu  unb  nennen  fie  feine  Slbfgiffe.  ^vot\  Derfdjiebene  fünfte  P 
unb  Pi  {)aben  bann  immer  oerfd^iebene  Stbfgiffen;  benn  aus  OP 
=  ÖPi  folgt  auf  ©runb  ber  g-ormel  (2)  PP^  =  0 ,  alfo  auc^ 
(  PP^  I  =  0.  ^-erner  lä^t  fidj,  n^enn  eine  '^q.):j\  o:  gegeben  ift, 
ftet§  P  fo  roäljten,  ba^  ÖP  =  x  rairb.  oft  x--=0,  fo  fäEt  P 
mit  0  jufantmen;  ift  x  pofitiü,  fo  gelangt  man  oon  0  x\<x^  P 
burd;  eine  ^ßorroärtäberaegung  um  x]  ift  x  negatio,  fo  gelangt 
man  t)on  0  nad)  P  burd)  eine  Slüdroärtsbeiüegung  um  —  x. 
2)urd)  5'ormel  (3)  ift  alfo  3n)ifd)en  ben  g^i^Ien  x  unb  ben 
fünften  P  ber  ©eraben  eine  3uorbnung  getroffen,  weli^e  folgenbe 
ßtgenfd)aften  f)at: 

^ebem  ^un!t  P  entfprid^t  eine  ^Cibfl  x,  feine  2lbf3iffe;  t)er= 
fd)iebene  fünfte  l^aben  uerfd^iebene  Slbfgiffen;  jebe  ^abjX  x  fommt 
al§  2lbf§iffe  eineä  fünftes  cor. 

©ine  foId)e  3"0i^^n^i"S  'vollen  mir  eine  2(bbilbung  nennen. 
@ö  ift  uns  alfo  gelungen,  bie  B'J'^fe"  ouf  bie  fünfte  einer  ®e= 
raben  abjubilben. 

©inb   x  unb  x^   bie  2(bf5iffen  ber  ^^^unfte  P  b^m.  P^,  fo 

folgt  au§  (2):  

^  ^  ^  PP^=-x^-x. 

2)er  öefer  möge  unter  Senutiung  biefer  gormcl  bie  Stbfjiffc  be§ 
9)iittelpunft§  einer  ©trede  beredjnen. 

2.  Um  eine  33erfinnlid^uug  ber  3öl()Ienpaare  x,  y  ^u  ge= 
minnen,  jieljen  roir  in  einer  6'bene  burd^  einen  ^unft  0,  ben 
roir  ben  ^^nfangäpunft  nennen,  jroei  oerfd^iebene  fefte  ©eraben 


®cometrifcl)e  3)arftetlung  bet  3o^Ienpa«re. 


(^oorbinatcnac^fen).  2Iuf  jeber  von  U)nen  fe^en  tuir  eine 
pofitiüe  3^id)tiing  feft  (ogl.  ^-ig.  3).  5)tc  eine  G5erabe  möge  bie 
a:=2(i^fe,  bie  anbere  bie  t/=2ld)fe  I)ei^en.  ^ft  nun  Pein  beliebiger 
^un!t  ber  Sbene,  fo  gieljen  ti)ir  burd;  if)n  bie  beiben  parallelen 
ju  ben  2(cf)[en.  ^aburd)  cntfteljt  nuf  ber  a;=3(^fe  ber  (Sd)nitt= 
punft  X,  auf  ber  y=2(c^l'e  bei  ©djnittpunft  Y.    ^e^t  fe^en  roir*) 


(4) 


a;  =  ox=rp     ?/  =  or=zp 


unb  nennen  x  bie  a;=,^oorbinate,  «/  bie  y^.toorbtnate  oon  P. 
9}^an  fagt  aurf;,  x  fei  bie  3tbf3iffe,  >/  bie  Crbinate  non  P. 

^ebem  ^^unft  P  ber  (Sbene  cnt= 
[pri(|t  auf  biefe  2Beife  dn  S^^ljUn- 
paar  a;,  ?/;  bie  erfte  3^^^^  ^f^  ^iß 
2(b^3iffe,  bie  graeite  bie  Drbinate 
yon  P.  3"^ei  Derfcf)iebenen  fünften 
entfpredjeu  offenbar  oerfd)iebene  3^^= 
lenpaare.  3"  jebem  3fli}Ienpaar  x,  y 
läfet  fic^  ein  '^unft  finben,  beffen  2(b= 
fjiffe  X  unb  beffen  Drbinate  y  ift. 

@§  ift  un§  alfo   gelungen,  bie 
3al}lenpaare  x,  y  auf  bie  'fünfte  ber  Q>him  abjubilben.    ®iefe 
2(bbilbung  ift  burc^  bie  Formeln  (4)  beftimmt. 

3.  Um  eine  Slbbilbung  ber  ^'^^'^^"tripel  x,  y,  z  auf  bie 
fünfte  be§  S^aumeä  ju  geroinnen,  5ie^t  man  burc^  einen  ^unft  0 
brei  ©eraben,  ic=2(c^fe,  y-%^]^  unb  2;=2(djfe  genannt,  bie  nid)t 
in  einer  Gbene  liegen.  Sie  beftimmen  paarroeife  brei  ©benen,  bie 
^oorbinatenebenen.  ^ft  P  ein  beliebiger  ^unft  beö  $Raume§, 
fo  legt  man  burd^  ilju  brei  ©benen  parallel  gu  ben  ^oorbinaten- 
ebenen.  2)aburd)  entfte^t  auf  ber  a;=2(d^fe  ein  8(^nittpunft  X, 
auf  ber  ;?/=2lc^fe   Y,  auf  ber  Z=  Steife  Z.     i^^^t  \t^tn  roir 


gig.  3. 


(5) 


a;=  OX,  y^OY,  s  =  OZ. 


®iefe   Formeln  liefern,    roie  man  leid}t  erfennt,   eine  21  b  = 
bilbung  ber  ^«^»^entripel  auf  bie  ^^unfte  be§  $Raume§. 


*)  §at  man  auf  einer  (Seraben  bie  pofitiöe  Siid^tung  feftgeje^t, 
io  pflegt  man  fie,  toenn  bie  ®erabe  eine  ^aralfetüerfdiiebung  erfährt, 
ungeänbert  §u  lafjen.  9?ac^  fyeftjefeung  ber  pofitiüen  9iid)tung  auf  ben 
^oorbinatenacfjien  ift  alfo  aud)  auf  ben  ju  iljnen  paraÖelen  ©eraben 
bie  pofitiüe  $Rid)lung  feftgelegt. 
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§  5.    ©cüiuftrifitn'  Dnrüiilung  ticr  ^runkttoitfit. 

9Benn  mau  eine  ^-unftion  y  =  f{x)  geometrifc^  barfteffen 
rcitl,  fo  !ann  man  bie  Slbbilbung  ber  3a^ie"pi^ore  auf  bie  ^sanfte 
ber  Gbene  benu^en.  9)ian  fudjt  für  jeben  3S>crt*)  ber  uua6= 
{gängigen  5BeränberIirf)en  x  ben  '^unft  ouf,  beffen  Slbfjiffe  gleich  x 
unb  beffen  Crbinate  gleid;  f{x)  ift.  Siefe  fünfte  erfüllen  eine 
fogenannte  ^urne.  Sie  Ijeij^t  bie  93ilbfurüe  ber  /Vui^ftion  f{x) 
unb  II  =  /"(ii)  bie  ©leidjung  biefer  .^urüc.  SJtan  fann,  raenn 
bie  Silbfurre  gcgeidinet  ift,  auö  i(jr  adlefen,  roeirfjer  Sßert  ber 
abl^ängigcn  33eränbcrlid}en  jebem  Sl^ert  ber  unabijängigen  entfprid^t. 

Söill  man  eine  ^unftion  z  =  f(x,  y)  geometrifd)  barfteüen, 
fo  fann  man  bie  Slbbiltmng  ber  ^ii^^entnpel  auf  bie  -fünfte  beö 
3f{aumeG  benufeen.  3»  jebem  2Bertfi)ftem  x,  y  fud)t  man  ben 
$un!t,  beffen  ^oorbinaten  ber  9?ei()e  nadj  gleid)  x,  y,  f(x,  y)  finb. 
S)iefe  -]]un!te  erfüllen  eine  g-Iäd^e,  bie  33ilbfläd^e  ber  ^^unftion 
f{x,  y),  unb  z  =  f(x,  y)  ift  bie  ©leidjung  biefer  3"^äd)e. 

Gruiä(}nt  fei  nod)  bie  geometrifd^e  2)arftettung  eineö  ^aareä 
üon  g-unftionen  einer  S5eränberlid)en,  y  =  f{x),  z  =  g{xj.  Wlan 
ert)ält  fie  baburd),  ba^  man  für  jeben  2Bert  von  x  ben  ^unft 
auffud^t,  beffen  ^oorbinaten  ber  9tei(;e  nac^  gleid^  x,  f{x),  g{x) 
finb.  ©iefe  "^^umhe  erfüllen  eine  Äuroe  im  "Itaum.  ©ie  ift  bie 
Sßilbfurue  bes  ?>-un!tioneupaareö  fix),  (j{x). 

©old)c  geomelrii'd)cn  S^arftcHungen  roie  bie  oben  augeinanber= 
gefegten  fpielen  (x\\6)  in  ben  9?aturroiffenfdjafteu  unb  in  ber  2^ec^nif 
eine  roidjtige  ^\o\iz.  ©emöljnlid;  legt  man  bie  ^oorbinatenad)fen 
fo,  ba^  fie  jueinanber  red)troinflig  finb.  3)can  fpridjt  in  biefem 
^alle  uon  red^troinÜigen  cartefifdjen  IJoorbinaten. 

§  6.    Dil'  rlfmrutnreu  ^^uulüimiru. 

Sie  m-it  ^!^soten5  uon  x  (m  eine  pofitiue  ganse  S'^U)  ift 
offenbar  eine  ^-unftion  uon  x;  benn  gu  jebem  9Sert  uon  x  gc()ört 
ein  gan§  beftimmter  3Bert  uon  ic'".  2Benn  a^,  a^,-  ■  ■ ,  a,„  ^on- 
ftanten  uorfteöen,  fo  ift  awi) 

a,x^'^^a,x'-'^  ■  ■  .  +a„^^,x  +  a,^ 


*)  ^n  ber  ^^raji?  mu^  mau  firf)  begnügen,  bie^^  für  eine  ^(njn:^! 
öon  a;:2ßertcn  aufsufii^rcn.  9JJaii  cvliiilt  jo  eine  angcnäbertc  2^avüeEung 
bei  33ilb{urüe.    9lt)nltd)e^  t3ilt  für  bie  "öilbfläc^e  uon  /(x,  y). 


Elementare  f^u^ftionen.  7 

eine  ^unftion  üon  x.  @ine  foldje  ?^un!tion  ^eif3t,  luenn  a^  nid^t 
nutt  i[t,  eine  ganpic  rationale  (>-unftion  m=ten  ©rabee. 
6ine  gan^e  rationale  g-unftton  0=ten  (Grabes  i]t  eine  .^onftante, 
i^re  S3ilb!urr)e  eine  ^4>araUele  jur  a:=2(d;fe.  S)ie  53i[bfurüe*)  einer 
gan3en  rationalen  ^unftion  erften  ©rabeö  ift  eine  gerabe  Sinie. 
S)ie  Silbfurne  einer  ganzen  rationalen  ^unftiou  jroeiten  @rabe§ 
ift  eine  ^ara6el,  eine  ivuroe,  bie  ber  Sefer  uon  ber  Sd^nle  fjer 
fennen  loirb.  Sie  6eftel)t  au§  allen  '^nmften,  bie  oon  einer 
feften  ©eraben  (öer  Seitlinie)  unb  einem  fe[ten  ""^^unft  (bem 
33rennpunft)  gleicf)  loeit  entfernt  jinb. 

Sin  £luotient  aus  jroei  gangen  rationalen  g^unftionen,  alfo 
ein  2tusbruc!  uon  ber  ^orm 

\x^  +  ö^a;"-'  +  .  ■  •  +  6„_ia;  +  6„ 

rüirb  alG  rationale  ^unftion  be§eic(inet.  Ginen  Spejialfatt 
booon  bilöen  bie  gangen  rationalen  ^-unftionen. 

Sie  reellen  SBurgeln  einer  algeSraifi^en  ©feic^ung 

if  +  r^{x)if-^^  •  •  •  +  r^_^{x)y  +  r^x)  =  0, 

beren  ^oeffigienten  r^ix),  .  .  .,  r^^{x)  rationale  g^iinftionen  Don  x 
finb,  finb  "5^i"ftiönen  oon  x,  bie  man  al§  alge6raif(^e  ?^-unf= 
tionen  be^eidjuet.  2)ie  rationalen  ^unftionen  finb  ein  Spe3ial= 
fall  uon  il)nen  («  =  1). 

Siußer  hin  alge6raifc^en  yyunftionen  rechnen  mir  nod^  einige 
nid^talgebraifc^e  ober  tranfgenbente  gu  ben  elementaren  ^-un!; 
tionen.  3i-"iäd)ft  ift  e§  bie  Grponentialfunftion  iv',  roobet  a 
eine  pofitioe  ^onftante  Bebeutet**),  unb  bie  g-unftion  2oga= 
ritlimue. 

3u  jebem  pofitioen  x  gel)ört  ein  tj  berart,  ba^  a^  =  x 
ift***).  y  ^ei^t  ber  2ogarit[)mu§  oon  x  gur  33afi§  a  unb  roirb 
"loga;  gefrfjrieben.  'J)ie  gebräud)lid;en  2ogaritl)mentafeln  begiefien 
ftd^  auf  bie  ^Safiä  10.  2)er  Sefer  möge  oerfuc^en  bie  Silbfuroen 
oon  a^  imb  '^loga;  für  ben  ^oll  a  =  10  gu  geid;nen. 


*)  SBir  tüollen  ein  rerf)t»DinfItgeg  Wd^fenfiiftem  ju  ®runbe  fegen. 
®er  Seier  5ctd)ne  bie  'öilbfuroen  üon  y  =  Zx  -\-  4,,  y  =  x^ ,  inbem 
er  SJtiüimeterpapier  benufet. 

**)  a-c  ift  immer  pofttiD. 

'**)  a  ift  pofitio,  barf  aber  nic^t  gleich  1  fein. 


<^" 
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iöetrad^ten  roir  ein  redjtroinfligeg  2(d^fenft)ftem.  2Bcnn 
mx  bie  x-)}lö)]z  um  einen  redjten  Sßinfel  brefjen,  fo  roirb  fie  mit 
ber  2/=2lcI)fe  jufammenfallen,  unb  rcenn  mir  in  geeignetem  Sinn 
gebrel^t  I)aben,  raerben  aurf)  bie  pofitipen  9Jid}tungen  ber  2^*en 
;f,  gafammenfotlen.    3)iefer  Srel^ungsfinn,  ber  in 

%\g,.  4  burd^  einen  ^feil  angebeutet  ift,  )ott 
ber  pofitioe  I)ei^en,  ber  anbere  ber  nega  = 
\  tiue.     Sffiir  roollen   je^t    um  ben  2(ntang§= 

0     JC    IÄ~^    punft  einen  ^rei§  Befdjreiben,  beffen  -Habiug 
/  bie  Sängeneinljeit  ift.     SJcan  nennt  i^n  ben 

(Sin^eitötreig.  ©rfd^neibet  auf  ber  Ä;:2td)[e 
„.    ^  einen  ^^unft  Ä  auö,  fo  ba|  OÄ  =  1  ift.   2)er 

^Punft  A  fann  fid)  auf  bem  (Einljeitgfreis  in 
jwei  uerf(^iebenen  2Beifen  bemegen.  2Benn  ber  Skbiuä  OÄ  fid)  in 
pofitiüem  ©inn  brel)t,  fo  fogcn  tüir,  ba^  Ä  fid)  auf  bem  Greife 
in  pofiliuem  (Sinne  bemegt,  anbernfattg  in  negatiuem  Sinne. 

33efdjreibt  Ä,  n)äl)renb  er  fid^  in  pofitibem  Sinne  beroegt,  ein 
Sogenftüd  oon  ber  Sänge  a,  fo  fagen  mir,  ba^  er  ben  Sogen  « 
jurüdgelcgt  l^at;  befd)reibt  Ä,  roäf)renb  er  fid^  in  negatioem 
Sinne  beraegt,  ein  Sogenftüd  uon  ber  Sönge  a,  fo  fagen  wir,  ba| 
er  ben  Sogen  —  a  gurüdgelegt  l^at. 

5Rad)  biefen  Vorbereitungen  ift  e§  (eid^t,  bie  beiben  ^^unftionen 
^ofinuS  unb  Sinus,  hk  ber  Sefer  au§  ber  3;rigonometrie  fennt, 
gu  befinieren.  ^ft  x  gegeben,  fo  laffen  mir  ben  ^sunft  Ä,  ben 
mir  oben  eingefü{)rt  I)aben,  fid)  fo  beroegen,  bap  er  ben  Sogen  x 
gurüdlegt.  Gr  gelange  baburd;  nad)  P.  2)ie  Slbfjiffe  oon  P. 
nennen  mir  cos  x  (^ofinus  uon  x),  bie  Drbinate  sin  x  (Sinu§ 
Don  x).     6"g  ift  alfo 

OX=cosa;,  OY  =sinx. 

2lu§  ber  ?^-igur  entnimmt  man  fofort  bie  Slelation 

cos^  x  +  sin^  X  =  1. 

5ßon  großer  2Bi(^tig!eit  finb  bie  beiben  folgenbcn  ^-ormeln: 

cos  (x  -f-  x')  =  cos  X  cos  x'  —  sin  x  sin  x', 

sin  (x  -\-  x')  =  sin  x  cos  x'  +  cos  x  sin  x', 

bie  in  ber  @(ementarmatt)cmati!  bemiefen  merben. 

cosx  unb  sin.r  gcljören  ju  ben  trigonomctrifd^cn  ^-unf  = 
tionen.     Sturer   biefen   beiben  erraätjnen   mir   nod;   bie  trigono: 
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metrifcfien  ^unfttonen  tg  x  (Xangenä  oon  x)  imb  cot  x  (Kotangens 
non  x),  roeld^e  in  folgender  SBeife  befiniert  finb: 

sin  X  ,  cos  X 

x^x  = ,         cot  X  =  —. 

°  cos  X  sin  X 

2Btr  empfe'^Ien  bem  Sefer  bie  Stlbfuroen  »on  coso-,  sina;, 
tga;,  cotic  ju  jeid^nen. 

®§  fehlen  in  ber  2tuf3ä{)Iung  ber  elementaren  'g^unftionen 
norf;  bie  fogenannten  gijflometrif^en  ^-unftionen.  2Benn  x 
gegeben  ift,  fo  gibt  e§,  fall§  x  groifd^en  ben  ©renjen  —  1  unb 
+  1  liegt,  immer  gmi^en  0  unb*)  n  einen  S5ogen,  befjen 
^ofinu§  gleirf)  x  ift.  %\)\\  bejetd^net  man  mit  arccosx  (2lrfu§= 
fofinuS  X,  b.  ().  ber  Sogen  mit  bem  ^ofinuS  x).    ©benfo  gibt  e§ 

jroifd^en  —  „   u"b  ^  einen  Sogen,  beffen  ©inu§    gleid^  x  ift. 

^f)n  nennt  man  arc  sin  x  (3(rfugfinu§  x,  b.  I).  ber  Sogen  mit  bem 
<Sinu§  x).    %\\  äl^nlic^er  2Bei[e  roerben  arc  tg  x  (2lrfu§tangen§  x, 

b.  \  ber  Sogen  5n)ifd)en  —  „    imb  ^,  beffen  XangenS  gleid)  x 

ift)  unb  arc  cot  o;  (2lrfu§fotangen§  rr,  b.  l).  ber  Sogen  jmifd^en 
0  unb  it,  befjen  Kotangens  gleidj  x  ift)  befiniert.  Sei  arctgic 
unb  arc  cot  x  barf  x  atte  Söerte  annefimen,  mofirenb  bei  arc  cos  x 
unb  arc  sin  x  ba§  x  auf  bie  2ßerte  jroifc^en  —  1  unb  +  1 
(biefe  eingef^Ioffen)  befd^ränft  mar. 

2(ud;  biejenigen  ^unftionen,  bie  fid^  auö  einer  enblid)en 
2lnjat)l  elementarer  ?3-unftionen  gufammenfe^en  laffen,  mie  g.  S. 
cos  («07  + 5),  log(sin^a;)  u.  bgl.,  motten  mir  elementare  %\\viX-- 
tionen  nennen. 

y  nannten  mir  eine  ^un!tion  non  x,  roenn  ju  jebem  Söert 
non  X  ein  SBert  non  y  gehört,  x  braud)t  babei  !eine§roeg§  atte 
2Berte  angunel^men,  bie  e§  gibt;  eö  !ann  uielmefir  auf  eine  beftimmte 
9Jlannigfaltig!eit  üon  SBerten'-^*)  befc^ränft  fein.  2)iefe  5)iannig= 
faltig!eit  fann  %.  S.  ein  ^nt  er  wall  fein,  b.  l;.  au§  aßen  SBerten 
X  beftel)en,  bie  ben  Ungleid^ungen  a  ^x  ^b  genügen,   ©in  foIdieS 


*)  n  ift  ber  ^atbe  Umfang  be§  (Sinf)eiti§!retje§. 
**)  Stuf  ber  gfi^Ienttn^e  ent}pri(^t  il)r  eine  ^unltmenge. 
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^nteroott*)  bejeid^net  man  mit  {a,  h).  ^[t  x  nur  an  Die  S3e: 
biußung  x  ^  a  ober  nn  bie  Öeömßunß  x  ^  a  c^eGunben,  fo  ^prtrfjt 
man  üon  bem  unenbltdjen  ^nteröall  {(( ,  oo-)  h^m.  (—  oo,  a); 
bag  ^^i^cn  oo  lieft  man  ,,Unenblid/'. 

2)ie  9}iannio,fa(tigfeit  von  2Bertcn  (ober  Söertmenge),  in 
u)elcf;er  x  fid;  bcmcßt,  fann  af>er  aud^  oon  anberer  2(rt  fein,  obmotjl 
bie  oben  betrachteten  elementaren  ^^-unftionen  alte  in  ^nternatlen 
befiniert  finb,  3.  33.  arc  cos  a'^,  arcsinir  in  ( — 1,1),  log.r  im 
^nnern  be§  ^nteroaflg  (0,  oo).  9Jtan  fann  fid;  für  jebe  beliebige 
Sßertmenge  ober,  roie  man  fic^  geometrifd;  ausbrüdt,  in  jcber 
^unftmenge  auf  ber  3'if)ienlinie**)  eine  Jyunftion  befiniert 
benfen;  eö  braud)t  ja  nur  jebem  ''^unft  ber  ^unftmenge  ein  2Bert  y 
gugeorbnet  ju  fein;  benn  baö  affein  liegt  in  bem  /(-unhionebegriff. 

2ßir  moUen  je|t  eine  g^unftion  n  (.r)  betrad)ten,  bei  ber  x  auf  bie 
pofitioen  gangen  ßatjlen  1,  2,  3, . . .  befd)ränlt  ift***),  unb  ftatt 
u(ii)  rcoHen  mir  fürger  n,^  fdjreiben;  u^^ ift  alfo ber  ^^^uuftionomert, mel= 
djer  ju  X  =  n  gefjört.  Sd;reibt  man  bie  '^-unftionsroerte  nad^einanber 
auf,  raie  fie  ben  :r=Sertcn  1,  2,  3, .  .  .  entfpred;en,  fo  crfjiilt  man: 

Mj,  «2,  »3,  .  .  . 

2)a§  ift  eine  fogenannte  Zahlenfolge  ober  furg  eine  A^olge. 

9Bir  motten  einige  53eifpie[c  für  ^afjlenfolgen  befprec^en. 

@uf  üb  bilbet  am  'Jlnfang  beg  geljnten  'öudjes  feiner  (Elemente 
eine  3at}lenfoIge,  inbem  er  von  einer  gegebenen  pofitircn  @röf5e 
mel)r  al§  bie  §älfte,  von  bem  9ieft  roieber  mc()r  als  bie  Hälfte  u.  f.  f. 
wegnimmt,     ^r  bilbet  alfo  eine  ^atjtenfolge  x^,  n^,  u.^,  .  .  .,  ht\ 

ber  0  <  77,^^1  <  — M„  ift.    Über  biefe  Z'i^lcnfolge  bemeift  er  einen 

©a^  (3a^  1  be§  1.0.  S3ud;es),  auf  ben  mir  nadjljcr  nocf)  gurüd^ 
fommen  uierben. 

3Senn  man  auf  gmei  infommenfurable  pofitioe  ß^rö^en  h^  unb 
11.2  ba§  eu!libifdje  Si^eileroerf atjren  f)  anroenbet,  f 0  entfteF)t  eine  ^"volge 

*)  ?tuf  ber 3al)Icu(inic rutfprtd)t einem  eublicben ^nteriiall eine Strede. 

**)  2)a§iclbc  gilt  für  bie  ßbene  unb  bcii  i-Kainu. 
***)  (Sine  S'unftion  non  n  pofitioen  gan§,^at)ligcn  'i^ernnberliilien  ift, 
tt)ie  man  bciiieijcn  tanii,  nid)t^  Vdlgemeincre^'  aU  eine  Jvmiftioii  Don 
einer  folcbm  58cränbcrlidieu. 

t)  S)icfc§  bcfto()t  bariu,  baf?  man  öon  ber  größeren  »1  jo  oft  e^ 
gei)t  bie  Heinere  ^f.,  abgiel)!,  ben  ^)ieft  u.^  jo  oft  C'3  gellt  non  u^_,  ben  fo 
entfteljcn'Deu  SJeft  ^^^  fo  oft  e^  gel)t  üon  »3  ujio.  ^ft  §.  93.  »,  =  1, 
Mg  =  1/2  —  1,  fo  lautet  bie  Solge  «j,  u^,  «3,  ...  fo:  1,  (y2  —  l), 
(1/2-1)^(1/2-1^... 


Itäufung^j'tellcn.  1 1 

^u  »'2f  'hu  •  ■  ■/  in  mdd)n  u,^_^^  <  u,^  i\t,  ferner  «2n+a  <^^hn 

unb  Wg/  '^3'  "^^4/  •  •  ■'  Sofgen  ber  foeben  betrad^teten  2lrt  finb. 

SBenn  man  bie  ^aijl  -  6i^  auf  eine,  bann  big  auf  jjroei,  bann 

big  auf  brei  ufm.  S)e5imalen  bered;net,  fo  erhält  man  bie  oa^t^nfo^Ö^ 
0,1;    0,11;    0,111;    0,1111;  .... 

355enn  man  ben  Umfang  be§  bem  @inf)eitG!reiö  ein&efd^rie= 
bencn  regulären  SSierecfS,  bann  ben  be§  regulären  8=e(fö,  16  = 
ed"§,  32  =  ecEä  uftu.  bered^net,  fo  erhält  man  eine  3at)tenfotge ,  bie 
in  ber  ©lementargeometrie  bei  ber  angenäljerten  Seredjuung  ber 
S<x^l  ^  oorfommt. 

@§  ift  oft  bequem  ftatt  einer  ^Q^^l^enfolge  %,  u^,  %,  •  •  • 
if)r  geometrifdjeg  33ilb  auf  ber  3'^f)Ie"^i"iß  S^  betradjten.  S)a 
jebe  3ii^l  ";,  ß"f  "^^^  3«^I^"li"'c  ^"i'*^)  ßi"ß"  $unft  P„  (ben 
$unft  mit  ber  2lbfjiffe  «„)  yerfinnlidjt  mirb,  fo  entfpridjt  ber 
3aI)[enfoIge  eine  ^unftfolge  P^,  P^'  A/  •  •  •  ®tatt  oon  3^1= 
lenfolgen  ju  reben,  fönnen  mir  alfo  oon  ^unftfolgen  auf  einer 
©eraben  reben*). 

§  8.   i5^"f«"9^|l*^üt'"  ^^^^^^  M][tnfifl(^i\ 
1\,  Pg,  Pg,  .  .  .   fei   eine    ^unftfolge   auf    ber  3«^^^"  = 
linie**).    km  ^unft  Q  f)eif5t  eine  ö auf  ungöft eile  biefer  ^unft= 

folge,  roenn  in  beliebiger  9uil}e  uon  Q  un=  , > 

enblid;  oiele  fünfte  ber  ?5^olge  liegen***). 

2)aä  f)at  fülgenben   ®inn:  ^onftruieren 

mir  (Jig.  5)  um  Q  al§  93TitteIpunft  ein 

i^nteruaii   Q'  Q"  unb  unterbrüden    mir  in  ber    -^Punftfolge   äffe 

fünfte,  bie  nidjt  in  ba§  ^"ieroaff  Q'  (/'  fallen,    fo   bleibt  nod) 

*)  (Sine  ^unftfolge  in  ber  (gbene  ift  äquiüalent  mit  einer  golge 
öon  Sfl^ienpaaren:  u^,  v^;  i«.,,  v^;  u^,  v.,;  .  .  .  ©ine  ^^unftfolge 
im  9iaum  ift  äquiöatent  mit  einer  f^otge  öon  3at)lentripeln  u^,  i\,  u\; 
u^,  v^,  ifg;  «3,  v.^,  ir^;  .  .  . 

**)  Sie  ^!ßün!te  ber  ?^oIge  braud)en  fcinestüegS  alle  üerfdjieben 
§u  fein.  Sie  finb  ja  tro^bem  mit  .^ilfe  it)rer  Sn^i^eiS  unterfc^eibbar. 
3-  33.  ift  P,  P,  P,  .  .  .  für  ung  and)  eine  '•fsunftfolge.  (Sie  f)at  bie 
§äufunq§ftelle  P. 

***)  SBcnn  u^,  ?(„,  (<g,  ...  bie  §u  P^,  P„,  Pg,  .  .  .  gef)örtgc  3«^= 
lenfolge  unb  «  bie  Stbiäifi'e  öon  Q  ift,  jo  fagen  roir  aud),  tf  fei  eine 
§äufunglfteüe  ber  3at)Ienfolge. 
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eiue  ^im!tfoIge  übrig,  (nici;t  etroa  nur  eine  enblid^e  2lnsa!^(  oon 
fünften);  bte§  gilt  immer,  roie  au(^  ba6  ^nternaü  Q'  Q"  ge= 
xoälfd  fein  mag. 

@§  i[t  oon  großer  SBid^tigfeit,  ba^  ber  2efer  fi(^  ben  33e= 
griff  ^äufunggftelle  oöllig  !Iar  mad;t,  roeil  biefer  begriff  für  baä 
^oigenbe  grunblegenb  ift. 

2)ie  ^olge  1,  \,  -J,  \,  .  .  .  t)at  bie  §äufung§ftelle  0  (unb 
fonft  feine).  2)aöfelbe  gilt  üon  ben  ^o^^^^^folgen  (SuflibS,  bie 
mir  oben  erroäl)nt  l^aben  (©.  10).  ®ie  ^olge  0,1;  0,11; 
0,111;  .  .  .  l)at  bie  §äufung§ftelle  ^  unb  feine  anbere.  9?immt 
man  ben  Umfang  beö  bem  @inf)eit5freis  einbefd^riebenen  regulären 
2^=ecf§,  2^=ecf§,  .  .  .,  fo  entftef)t  eine  3rtf)lenfolge,  bereu  einjige 
^äufungSfteße  2  rc  (ber  Umfang  beS  ßinljeitsfreifeö)  ift.  ®ie  ^-olge 
1/  f/  -kf  f/  "5/  "i-/  +/  •  •  •  ^^^  ^^6  beiben  .^äufungSftellen  0  unb  1. 

®§  gibt  aud;  ßi^'f^^ß^fofs^i^  "lit  unenblid^  nielen  ."päufungg^ 
ftellen,  jn  fogar  foldje,  für  meldte  jebe  ^o.{)\  eine  ^äufungä= 
ftelle  ift.     :3ebe  rationale  ^a\)l  (b.  ^.  jeben  33ru(^)  fönnen  mir 

in  ber  gorm  -    fd;reiben,  reo  p  unb  q  ganje  3'^'()^en  of)ne  ge= 

meinfamen  heiler  finb  unb  q  pofitio  ift.  Drbnen  mir  biefem 
Srud^  ben  ^unft  mit  ben  ^oorbinaten 
^  =  1^  y=P  ö^'  (i"  einem  cartefifd)cn 
^oorbinatenfijftem),  fo  erl)alten  mir  in  ber 
©bene  eine  ^unftmenge  ^.  Qu  ^ig.  6 
finb  bie  ^sunfte  oon  %  burd;  ßreuje  mar= 
>-fiert.  Setrac^ten  mir  überljaupt  alle 
fünfte  mit  ganjjaliligen  ^oorbinaten,  fo 
gel)i3ren  ju  il^nea  bie  fünfte  %.  3)ie  ''^^junfte 
mit  gans5al)ligen  S^oovbinatcn  laffcn  fic^ 
aber  alg  ^unftfolge  fd;reiben.  ^n  ber  ^-igur 
ift  burd)  bie  ftarfge.^ogene  (2d)ned'enlinie  aw- 
gegeben,  mie  bie  ^sunfte  aufcinanber  folgen. 
Unterbrüden  mir  in  biefer  ^-olge  alle  fünfte,  bie  nid;t  burd)  ^reuje 
marfiert  finb,  fo  erljalten  mir  eine  ^Umftfolge,  bie  auS  '^tw 
fünften  oon  ^  beftel)t.     ©rfe^en  mir  jeben  ^^unft  burd;  bie  ju 

i^m  gel)örtgc  ^(x\)\       ,  fo  erljalten  mir  eine  ?volge,  in  ber 

alle  rationalen  ^'^^'^^n   oorfommen   unb  jebe  nur  ein= 


■>e-^ 


gig.  6. 
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mal.  ^u  beliebiger  D^älje  jeber  ^af)l  liegen  aber  unenblidj  cicle 
rationale  ^al^Wn.  2llfo  i[t  für  unfere  §olge  jebe  3^^^  eine 
^äufungöftelle. 

§  10.    Srtij  m\\  Wtmptt^. 

Siegt  eine  3ol)lenfolge  in  einem  enbtid^en  ^nter= 
Dali,  fo  i)at  fie  roenigfteng  eine  §äufung§ftelle. 

2)ie  3aI)tenfoIge  liege  in  bem  ^ntcrwall  («,  h),  fo  bafj  alfo 
alle  il)re  3^f}fsn  größer  ober  gleidj  a  unb  fleiner  ober  gleid)  h 
finb.  Söir  nehmen  eine  ganje  3ßf)l  ***/  ^^^  !leiner  al§  a  ift, 
unb  iDäl)len  bie  ganje  S'^^^  ^^  fo,  ba§  m  +  w  größer  alg  h  ift. 
2)ann  liegen  alle  3'^^)^^"  '^^^  Solge  groifd^en  ben  beiben  gangen 
3al)len  w«  unb  m  -\-  n. 

Unter  ben  ^nteroallen 
{m,  m  +  1),     (w«  +  1,  >w  +  2),  .  .  .  ,    (m  +  n  —  1,  m  +  n) 

mu^  eä  nun  roenigftens  ein§  geben,  tuelcfieS  unenblid^  oiele  ©lieber 
ber  ?^olge  entljält.  ä^ürbe  nümlic^  jebes  biefer  ^nteroatle  nur 
eine  enblic^e  Slnjal^l  fold^er  ©lieber  entl)alten,  fo  gäbe  es  aud) 
in  (m,  m  +  n)  nur  eine  enblii^e  Slnjalil;  roir  raiffen  aber,  ba^ 
jraifd^en  m  unb  m -\- n  alle  ©lieber  ber  ?5^olge  liegen.  @g 
gibt  alfo  fieser  eine  gange  ^al)l  Je,  fo  ba^  in  ba§  ^nteroatt 

J)  Qc,  Jc^l) 

unenblid^  mele  ©lieber  ber  3^olge  faden.  3:^eilen  rotr  J  in  ge^n 
gleirfie  Si^eilinteroalle 

(*'*  +  i^).  i^  +  ho'  ^  +  ^)'---  (*  +  fo-*  +  i)' 

fo  mu^  e§  unter  il)nen  roenigftenä  einö  geben,  etroa 

•».)  (^-  +  fi'  *  +  *^) ' 

raeld^eg  ebenfo  loie  J  unenblic^  üiele  ©lieber  ber  ?5^oIge  enthält. 
Unter  ben  gel^n  gleid^en  Sleilinteroallen  oon  J^: 

(^+1^'  ^'^  + w  +  iöö)' '  (^■  +  10  +  100'  ^*  +  "^) 

mu^  eä  roieber  ein§  geben,  etroa 

J«)  (*  +  l+il,-*  +  Ä  +  ''roö')' 
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tüorin  TOie  in  /  unb  '/^  unenblid^  uiete  ©lieber  unferer  S^otge 
liegen.  So  fönnen  roir  unbegrenzt  fortfahren.  2)ie  3<i^)ie"  ^'i/ 
li^,  A3,  .  .  .  bie  babei  auftreten,  gehören  fämtlic^  ber  9tei£)e  0,  1, 
2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  an. 

S)er  Sefer  ift  baran  geraö^nt  jeben  unenblid;en  ^e5imalbru^ 
al§  eine  ^a{)i  ju  betradjten. 

9le()inen  lötr  nun  bie  '^a^ 

n  =  k  +  0,  ]c^hk,  .  .  .  .  , 

fo   ermeift  fie  fid;   al§    eine  i^äufungeftetle    unferer  ^'i^Iß^fo'^BC- 

2)enn  ?<   liegt  in  bcm  Qnteroad  J^,  beffen  Sänge    gleid^   (— j 

ift.  5lonftruiert  mau  um  u  a(ä  SJiitte  ein  betiebigeö  ^nteroatt 
{u  —  £,  11  -{-  s),  fo  roirb,  raenn  man  n  genügenb  gro^  raäf)(t, 
Jj^  in  biefem  ^nteruttü  entf)alten  fein.  Qn  /„  liegen  aber  un= 
enblid;  üiele  B^^Ien  ber  g-olge,  miti)in  aud^  in  {u  —  t,  u  +  s). 

§  11.   ^onufrgfiitf  3fll)knfü{gfn.    (fjxn\}\xitüi, 

äluf  ©runb  be§  2Seierftra^fd;en  <2a|eä  toiffen  mir,  ba^  eine 
in  einem  enblidjen  ^nteroaU  (a,  h)  befinblidjc  3'^'^)' erfolge  «1, 
u^,  «3,  .  .  .  roenigftenS  eine  .^äufungöfteKe  ()at.  2Bir  moüen 
je^t  ben  augge^ieic^neten  %all  betradjten,  ba^  nur  eine  .f)äufungö= 
fteÜe  ba  ift  (bie  mir  u  nennen).  .Kouftruieren  tüir  um  u  alä 
9Jtitte  ein  beliebiges  ^nteroall  (11  —  s,  u  -\~  s),  fo  fann  auf}er= 
Ijalb  beffelben  nur  eine  enbli^e  2tn,^al)l  üon  ©liebern  ber  %ola,i 
liegen.  33liebe  nämlid;  nad^  Unterbrüdung  aller  ©lieber,  bie  in 
{u  —  8,  u  +  s)  entljalten  finb,  nod)  eine  ^olge  übrig,  fo  ^ätte  biefe 
nac^  bem  9SeierftrüBfd)en  ®al5e  eine  .öäufungoftetle ,  bie  fid)er  uon 
tt  t)erfd)icben  märe,  ^ie  urfprünglidje  ^-olge  Ijätte  bann  mehr  alö 
eine  ^äufungöftelle  gegen  bie  3>orausfe^ung.  SSir  fönnen  fomit 
folgenbeS  augfagen: 

2öäfjlt  man  eine  beliebige  pofitioe  ©röf3e  f,  fo  liegen 
mit  einer  eubüt^cu  ^li^alil  Don  ^ilnsnafjmcu  aüe  ©lieber 
ber  S'olge  jroifd^en  u  —  «  unb  u-{-e. 

2Benn  bie  ©lieber  einer  ^-olge  mit  einer  enblidjen  2ln3aljl  uon 
2lnSnaf)men  eine  gemiffe  (£igenfd;aft  Ijaben,  fo  motlen  mir  fur5  fagen, 
baf,  „faft  alle"  ©lieber  ber  %olc\e  biefe  ©igenfd;aft  l)aben. 

3öir  fönnen  tiemnad;  unfere  obige  3luöfagc  aud;  fo  fonnu= 
lieren : 
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„%a\t  alle"  ©lieber  bev  S^olge  erfüden  bie  Un  = 
8lei<I,u„8*)  \u-„J<e, 

roie  aud)  bie  pofitioe  ©rö^e  «  geiüäljU  fein  mag. 

6te()t  eine  ^olge  n^,  u.2,  113,  •  •  •  gu  einer  3«^)^  **  i»  '^^'^  oi^= 
gegebenen  Sejieljung,  [0  nennt  man  fte  fonoergent  unb  jagt,  baf3 
H  ii)x  ©rcnjmert  i%  ober  aud),  öafj  bie  ?3'olge  nad;  n  fonrer^ 
giert,  ober  enblid),  ha^  n„  bei  uncnblirf)  gunetjmenbem  n  nad) 
u  fonuergiert  (öen  ©renjroert  u  ^at,  bem  ©rengroert  u  §u[trebt). 
2Ran  brüdt  bie§  burdj  bie  ^ormel  au§: 

lim  II-   =  u . 

n 

lim  ift  ber  Slnfang  bes  lateinifdjen  Sßortes  limes  (©renje).  SDkn 
lieft  bie  ^ormel  fo:  limes  11^  (ober  Kmes  oon  n^  für  unenblidöeö 
n  gleid)  u. 

^ie  oben  erraäf)nten  Zahlenfolgen  (SuflibS  fonoergieren  (mie 
er  felbft  in  Sa^  1  unb  ©a^  2  be§  10.  Suc^eä  bemeift)  nadj  0. 
2)er  Umfang  bes  bem  ©in^eitsfreiS  einbef Geriebenen  regulären  2"H'd'ö 
fonoergiert  bei  unenblid)  gunefjmenbem  n  na&)  2%. 

^e^t  moUen  mir  nod)  jeigen,  ba^  bie  ^uStnfang  betrach- 
teten g^olgen  (bie  in  einem  enblidjen  ^nterwad  liegen  unb  nur  eine 
.^äufungöfteEe  ^aben)  bie  einzigen  fonoergenten  ^-olgen  finb. 

"1/  ^'2/  "3/  •  •  •  K^  ßii^ß  fonuergente  3af)lenfolge  mit  bem  ©reng^ 
roert  u.  2Bir  miffen,  ba^  alle  ©lieber  ber  3^oIge  mit  einer  enblidjen 
2(n3aljl  üon  2(uöna()men  äroifd)en  u  —  e  nnb  «  +  £  liegen.  2ßä{)len 
mir  nun  a  fleiner  a(g  bie  2(u§naf)meglieber  unb  jugleid)  fleiner  alä 
u  —  E,  ferner  h  gröf5er  alä  bie  3(u5na{)meglieber  unb  gugleid)  größer 
alä  M  +  £,  fo  liegen  alle  ©lieber  ber  3^olge  jmifdjen  a  unb  h.  ©äbe 
eö  au^er  u  (roeld)e5  offenbar  eine  ^äufungsftelle  ift)  nod)  eine  anbere 
|)äufungäftelle  v,  fo  müßten  unenblid)  oiele  ©lieber  ber  ?yolge 
gmifd^en  v  —  e  unb  v  -\-  e  liegen.  Qft  b  fo  flein,  ba^  bie  ^nter= 
ualle  («  —  £,  n  -\-  g)  unb  (V  —  e,  v  -{•  c)  gan§  getrennt  finb,  fo 
fann  bas  ni(^t  fein,  meil  auf5erl)alb  üon  {ii  —  £,n-\-e)  nur  eine 
enblidje  SInjaljl  oon  ©liebern  ber  ?^olge  liegt,  u  ift  alfo  bie  einzige 
^äufungsftelle. 

8emcrfungen.  2ßenn  bie  %o\%z  u^,  %,  u^, .  . .  nac^  u  !on= 
nergiert,  unb  man  fügt  eine  enblid^e  Slngal)!  beliebiger  ©lieber 

*)  9}ltt  \x  be5etd)net  man  ben  abfoluten  25etrag  non  x.  @§ 
ift  alfo  la;,=x,  »nenn  x  pofitiü,  |«|  =  —  x,  roenn  x  negatto  ift. 
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f)ingu,  fo  entftc{)t  eine  neue  ?^oIge,  bie  auä)  nac^  u  fonoergiert.  ^n 
ber  %at  liegen  bie  ©lieber  ber  neuen  ?^oIge,  ebenfo  roie  bie  ber 
alten,  „faft  aüe"  jroifd^en  ti  —  e  unb  ii  +  £• 

Unterbrücft  man  in  u^,  u^,  Wg,  .  .  .  eine  enblic^e  Slnjal^l  üon 
©liebern  (ober  aud^  unenblic^  oiele,  aber  fo,  ba^  noc^  unenblic§ 
oiele  übrig  bleiben),  jo  fonrergiert  bie  neue  3^oIge  auc^  nac^  u. 

(Sine  lonüergeiite  ?^-oIge  bleibt  fonoergent  unb  behält  benfelben 
©rengroert,  roenn  man  bie  9teil}enfolge  ber  ©lieber  änbert. 

%i  lim  w„  =  c  unb  lim  v^  =  c,  fo  l)at  aud^  bie  ?^oIge  u^,  i\, 
*^2/  ^2'  %/  ^3'  •  •  •  ^^^  ©renjroert  c. 

1.  Söenn 

Hm  u„  =  u,       lim  v„  =  v 
i[t*),  fo  mirb 

lim  (w„  +  r„)  =  u  +  v. 


£ 


f**") 


@§  liegen  nämlid^  „faft  atte"  m„  graifci^en  ^  —  ö  unb  u  -\--^    \  eben= 

fo  „faft  atte"  t„  jroifd^en  v—^  unb   ^+1,  folglich  „faft  atte" 

«„  +  ^n  5"?if<^en  (m  +  v)  —  £  unb  {u-\-v)-\-  £. 
2.  Sßenn 

Km  u^  =  M,       lim  ^'n  ^=  ■y 
ift,  fo  rairb 

lim  (i/„  •  vj  =  u-v. 

„%a\t  alle"  u^,  v^  erfüllen  bie  Ungleichungen 

I  W  — M„     <f,  .  V  —  V^\<£. 

gfJun  ift 

M^  —  «„^„  =  (w  -  w„)  t;  +  (?;  -  i;„)  M„, 
alfo***) 

»i  ^«'^  -  ^««'n  I  ^  i  W  -  W„  I   I  V  I  +   1  t'  —  V„  ,   I  W„  i 

^  1  w  —  w„  1 1 V I  +  j  V  - 1;„ !  I M  I  +  I  M  -  «■„ ; ;  t'  -  v„  I . 


*)  SBtr  laffen  ber  Äürse  l^alber  «  =  oc  unter  bem  ©timbol  lim  fort. 
**)  £  ift  eine  beliebig  geroäfjlte  ^ofitiöe  ©röfee. 
H^t*^  SSir   benu^en    t)ter   ben  Ieicf)t  beweisbaren  ©a§:     a  -\-  h  \ 
^    a  I  +  1  ^  I-     daraus  folgt  aud)   (weil  »„  =  ?«  +  ««—**  ^ff) 
I  2t/,  I  <  I  «   I  +  w  —  w»  I . 
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„%a^t  äffe"  ?ProbuIte  u^v^  erfüffen  fomit  bie  Ungleichung 

I  UV  —  U^V^     ^  £  (I  W  I  +  I  i''  I)  +  £^ 

2ßät)len  wir,  roenn  e'  eine  beliebig  gegebene  ©rö^e  \%  s  Heiner 
als  1  unt)  f leiner  al§  s':  (|  ^f  i  +  i  t;  |  +  l),  [o  roirb  für  „fajt 
aae"..„i-„ 

I  uv  —  u^v^  \<^'- 

Folgerungen,  -föenn  a  eine  i^onftante  unb  lim  u^  =  u  ift, 
fo  löirb  lim  (a  •  u^)  =  a  •  it  .  SOkn  braucht  nur  in  bem  Obigen 
alle  v^  gleid}  a,  alfo  aud}  v  gleich  a,  an3unel)men.  Se|t  man  a  =  —l, 
fo  ergibt  fid^  lim  (—  uj  =  —  u.  3)tit  ^ilfe  oon  Sa^  1  folgt 
lim  (?f^  —  v^)  =  M  —  V,  faffg  lim  i*„  =  w,  lim  v^  =  v  ift. 

3.  SBenn 

lim  t(^  =  u  unb  u  nic^t  null 
ift,  fo  rairb*) 

lim    —  =  -  • 

SBir  roäljlen  bie  pofitioe  ©rö^e  e  Heiner  al§  -  ]  w  ,  aber  fonft 
beliebig.    3)ann  erfüllen  „faft  alle"  m„  bie  Ungleichung 

I  w  —  '^n  i  < « ; 

biefe  «„  finb  (roeil  s  <  -  U«  )  il)rem  SSetrage  nad^  größer  al§  - 1  ^  !  • 
Siüibieren  rair  alfo  burc^    u  \  \  u^\,  fo  ergibt  fic^ 

\  u        u^\         !  w  i  I  "„  i        ^* 

^ft  e'  eine  beliebig  gegebene  pofitiüe  ©rö^e,  fo  brauchen  rcir  nur 
s  <  —^  5u  mad^en,  um  ju  erreid^en,  ba^  für  „faft  alle"  m„ 


roirb. 

i^olgerung.  Söenn  lim  u^^  =  u,  lim  i;^  =  v  unb  i*  ungleid^ 
9^uff  ift,  fo  l)at  man 


lim  —  =  - . 


*)  SlUc  u^^  feien  ungleich  9Jutt. 

SlSRu®  197:  ^oiualeiüSfi,  3nfinitefima[reAiuma. 
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Sn  ber  %at  ift 


V  1 


alfo  nad^  ©a|  2  unb  3 


lim  —  =  V  •  -  =  --• 
u„  u       u 

n 

2)te  o6en  beroiefenen  ©ä^e  fagen  qu§,  ba|  ber  ©renjroert 
einer  ©umme  gleid^  ber  ©umme  ber  ©renjroerte,  ber 
©rengroert  einer2)ifferen5  gleid^  berS)ifferen§  ber©reng  = 
toerte,  ber  ©renjioert  eines  ^robu!te§  %W\6)  bem  ^ro= 
buft  ber  ©renjroerte,  ber  ©renjroert  eines  Ouotienten 
gleic^  bem  Quotienten  ber  ©renjroerte  ift  (faUö  ber  ^f^enner 
bie)'e§  legten  Quotienten  nid)t  oerfdjrainbet).  2)er  ©ummen=:  unb 
ber  ^robuftfa^  laffen  fid^  leidjt  für  eine  beliebige  enblid)e  Stnjalil 
t)on  ©ummanben  bgro.  g-aftoren  beraeifen.    3-  ^-  folgt  o.\x% 

lim  u^  =  u,       lim  w^  =  v,       lim  w^  =  w 
junäd^ft : 

lim  {y^  +  w„)  =  V  -\-  IV,       lim  (r„  •  w'J  =  t'  •  w 
unb  bann: 

lim  (w„  +  t^„  +  «t'J  =  lim  { w„  +  (t;„  +  t^J } 

=  M  -\r  (v  -\-  w)  =^  u  -\-  V  -\-  tv , 

lim  (t<„  •  i-„  •  w^j  =  lim  { M„  •  (t;„  •  i<; J } 

=  u-{y'tD)='U-v-w. 

§  13.    (ÜEiuc  dSigntfiljnft  Jicr  rnttonalfn  ^Funktionrn. 

2Bir  roollen  gunäd^ft  eine  ganje  rationale  ^unftion 

fix)  =  «0«"'  +  «la;"'-^  H h  «;„_i  a?  +  a« 

betrachten,  ^ft  x^,  x^,  x^, .  .  .  eine  3ciI)IenfoIge,  bie  nad^  x  foniier= 
giert,  b.  1^.  ift  lim  rc„  =  x,  \o  ergibt  fid^  aug  ben  obigen  ©ä^en,  ba^ 

lim  f{^n)  =  /"C^) 

ift.  2Bir  nennen  eine  ^-unftion  /"(.r)  für  benSBert  x*)  ftctig, 


*)  £bcv  a\\  ber  Stelle  x. 
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roenn  au§  lim  x^^^x  immer  lim  f{x^  =  f{x)  folgt.*)  ®em= 
nad^  bürfen  roir  fagen,  ba^  bie  ganzen  rationalen  gunftionen 
burc^ioeg  (b.  \).  für  jeben  SBert  üon  x)  ftetig  finb. 

Silben  roir  nun  einen  Quotienten  au§  jroei  ganzen  rationalen 
^unftionen,  g.  33.  au§  f{x)  unb  aug 

g{x)  =  \x''+\x—^  +  •  •  •  +  &^_i«  +  &„, 

fo  erljalten  roir  bie  rationale  gunltion  f(x):g{x).  ^ft  x  ein  SBert, 
für  roelc^en  g{x)  nid^t  üerfc^roinbet,  fo  folgt  au§  lim  x^^  =  x 

f(.^J       fix) 


lim 


9{x;)      g{x) 


(Sine  rotionale  ^unftion  ift  alfo  für  jeben  2öert  x 
ftetig,  ber  i^ren  9Zenner  nic^t  gum  33erfd^roinben  bringt. 

©old^e  Sßerte  x,  für  roelc^e  eine  ^unftion  nic^t  ftetig  (ober, 
roie  man  fagt,  unftetig)  ift,  nennt  man  UnftetigfeitSftellen  ber 
3^unftion.  2)a  g{x)  ^öd^fteng  für  n  2ßerte  oon  x  oerfd^roinbet,  fo 
^at  eine  rationale  g^unftion  nur  eine  enbUdje  2ln§a^l  oon  Unftetig= 
feitäftetten. 

§  14.   Stetigkeit  mn  sin  a?,  cos  x,  tg  x,  cot  x. 

2tuö  ber  Definition  oon  sin  x  unb  cos  x  ergibt  fic^  leidet,  ba^ 

lim  sin  u^^  ==  0 ,  lim  cos  if„  =  1 

roirb,  fall§  lim  m„  =  0  ift.  §ierau§  folgt  mit  Jpilfe  ber  »Formeln 
für  cos  (x  +  x')  unb  sin  (x  +  x')  auf  ©elte  8  bie  ©tetigfeit 
oon  sin  X  unb  cos  x  für  jeben  2Bert  oon  x.  ^ft  nämlid^  lim  x^^  =  x 
unb  fe^t  man  x^  =  x  -\-  u^,  fo  roirb  lim  w„  =  0  fein.  9iun  t)at 
man  aber  nac^  ben  gitierten  'Jormeln 

sin  x^  =  sin  x  cos  u^  +  cos  x  sin  u^  , 

cos  a?„  =  cos  X  cos  u^  —  sin  x  sin  a^ , 
folglich 

lim  sin  x^  =  sin  a^,  lim  cos  x^^  =  cos  a? . 

Slud^  igx=       ;  ift  überall  ftetig  mit  2lu§nal}me  ber  ©teilen. 


*)  3Q3enn  f{x)  unb  g{x)  an  ber  ©teHc  x  ftetig  finb,  fo  gilt  ba§= 

felbc  öon  f{x)  +  g{x),    f{x)-g{x),    fix).g{x),    ^;   im  lefeten 

9\X) 

goKe  mu|  nur  g{x)  ^  0  fein.    2)a3  ergibt  fid^  auä  ben  Sä^en  beä  §  12. 
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an  roeld^en  cos  x  oerfc^iöinbet.    cos  x  oerfd^rotnbet  aber  nur  für  bie 
ungeraben  Sielfad^en  üon  -|  (b.  \).  für  x  =  :^,-^,  -^,  •  •  ■  unb  für 


a"  =  —  - 


2'  2  '  2  ' 


•) .    2)ie  ungeraben  3^ielfad^en  non  '^ 
finb  alfo  bie  einjtgen  UnftetigfeitsftcKen  oon  igx. 

©benfo  finb  bie  'i>ielfad;en  non  %  bie  einzigen  llnftetig!eit§= 

ftetten  üon  cotx  =  -. 

'  sm  X 

Sluf  bie  ©tetigfeit  ber  übrigen  elementaren  ?yunftionen  fommen 
roir  fpäter  gu  fpred^en. 

§  15,   ;ill0not0nf  4:0lgjn. 

Sine  %o\Q,t  Ui,u^,  «'s,  •  •  •  f)ei|t  auffteigenb,  roenn  h^  ^  u^ 
^  %  ^  . . . ,  roenn  alfo  fein  ©lieb  größer  ift  als  ha^  folgenbe.  Sie 
f)ei^t  abfteigenb,  raenn  «^  ^  %  ^  «3  ^  .  .  .,  roenn  alfo  fein 
©lieb  fleiner  ift  als  bo§  folgenbe.  Seibe  Strien  von  ^-olgen  be= 
geic^net  man  alö  monotone  ^-olgen. 

Gö  genügt,  fic^  mit  ben  auffteigenben  ^yolgen  ju  befd)äftigcn, 
3ft  nämlid^  u^,  u^,  u^, .  .  .  eine  abfteigenbe  ^yolge,  fo  ift  —  /f^, 
—  Mg/  —%/•••  ei"e  auffteigenbe.  S)ie  «Sä^e  über  auffteigenbe 
j^otgen  laffen  ftd)  ba^er  fofort  auf  abfteigenbe  übertragen. 

^ft  u^,  i(^,  «'3,  •  •  •  eine  auffteigenbe  ^-olge,  fo  fann  e§  paf= 
fieren,  ba^  fie  in  einem  enblid^en  ^nteroatt  liegt.  2)a5  ift  ber  %a\i, 
menn  fid^  eine  ©röf3e  g  angeben  läjjt,  bie  alte  if„  übertrifft;  bann 
tiegen  nämtid;  atte  i?„  in  bem  ^nternatt  (mj,  g).  2Benn  c§  fein 
fotdieS  g  gibt,  fo  mirb  jebe  (nod)  fo  gro^e)  3'^^)'^  ^'ou  „faft  atten" 
■?/„  übertroffen.  9Jian  fagt  aläbann,  ba^  u^  mit  5unet)menbem  n 
über  atte  ©renken  mäd^ft  (nad)  Unenbtid)  fonoergiert)  unb 
fd^reibt  lim  u„  =  oo  . 

n  =  r. 

Sßir  motten  un§  jel5t  mit  bem  ^att  befdjäftigen,  ba^  eine  ^a\){ 
g  ejiftiert,  bie  atte  ©lieber  ber  auffteigenben  ?3-otge  u^,  u^,  u^,  ■  .  . 
übertrifft.  Sie  3^o(ge  liegt  bann  in  einem  enblid;en  ^nteroatt.  Sie 
tjat  alfo  nad)  bem  Söcierftrafjfdjcn  Salje  eine  ^äufungöftette  u. 
2)iefc§  u  barf  oon  feinem  ?f„  übertroffen  roerben.  SSäre  5. 33.  >i^,  >  11, 
fo  fönnten  mir  eine  pofitioe  ©rci^e  £  mätjlcn,  bie  fleiner  atö  k^,  —  u 
ift.  ^n  baS  ^nteroatt  {k  —  e,  n  -\-  s)  mürbe  bann  nur  eine  enb= 
lid^e  2tn,^at)t  non  ©liebern  ber  ?yotge  fatten,  meit  »,,  unb  \\m  fo 
met;r  atte  folgenben  u^  gröfjer  al§  11  +  s.    ®aö  miberfprid;t  aber 
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bcr  rf;arafteriftiid;en  ©genfc^aft  einer  -^aufungöftette.  @§  barf  alfo 
fein  ©lieb  ber  ^^-olge  größer  alg  ti  fein.  §ätte  unl'ere  ?^oIge  nun 
groei  ^äufungöfteUen  tt  unb  v  (v  >  u),  fo  irürben,  roenn  s  pofitiu 
unb  f (einer  nl§  u  —  t*  tft,  in  bem  SnterüaK  {v  —  e,  v  +  t)  feine 
©lieber  ber  gofge  liegen.  5Da§  ift  aber  bei  einer  ^äufunggftette 
unmöglich.  Unfere  ?^olge  ^t  alfo  nur  bie  eine  ^äufungefteüe  u 
unb  es  ift  bann,  roie  mir  roiffcn,  lim  u^^  =  u.  2)amit  ift  folgenber 
(Safe  beiüiefen: 

(Sine  monotone 3a^IenfoIge  Ui,u2,ii^, .  .  .,  bie  in  einem 
enblidjen  ^nteroall  liegt,  ift  immer  fonrergeut. 

^ft  u  \\)x  ©renjroert,  fo  {)at  man  u^  ^  n,  menn  bie  g^olge 
auffteigenb,  unb  w„  ^  u,  rcenn  fie  abfteigenb  ift. 

§  16-   «nfpiclp. 

1.  a  fei  eine  pofitioe  ©rö^e.  2ßir  motten  bie  0=te,  l=te,  2-te, 
3  =  te,  .  .  .  Motens  con  a  bilben.     ^aburd^  entfte^t  bie  g^olge 

1,  a,  a^,  o?,  .  .  . 

SBenn  a  =  1  ift,  rebugiert  fie  \\6)  auf 

1,  1,  1,  1,  ...  , 

\)<x\  alfo  ben  ©rengraert  1. 

Sßenn  «  <  1  ift,  fo  ift  unfere  ?^oIge  eine  abfteigenbe.  %<x 
fie  überbieS  in  bem  ^nteroatt  (0,  l)  liegt,  fo  ift  fie  fonöergent.    §at 


man  nun 


fo  ift  offenbar  aud^ 


lim  rt"  =  ft , 
lim  a"-^  =  &. 


Slnbererfeitg  ift 

lim  aP-  =  lim  {a  ■  a"~^)  =  a  •  lim  a""-"^ , 

alfo 

&  =  a&  ober  &  (1 — a)  =  0 

^a  a<  1,  fo  folgt  &  =  0.    2)amit  ift  bemiefen: 
lima"  =  0.  (0<a<l) 

2Benn  «  >  1  ift,  fo  roäd^ft  «"  bei  jimel^menbem  n  über  äffe 
©renjen.     ©übe  eö  nämlic^  eine  3^^^^  üi  fo  ^ß^  immer  a"-  <g 
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bliebe,  bann  löäre 

(-»)">  7' 

roä[)renb  bod^  (roie  loir  iciffen) 

lim(l)"=0 

ift. 

2.  SBeoor  lüir  ein  iceiteres  Seifpiel  bef)anbeln,  looHen  rair  ben 
folgenben  ^ilfßfa^  beraeifen,  ben  man  auc^  ^m  ßrlebigung  be§ 
erften  S3eifpiel§  benu^en  fann. 

2ßenn  1 -{-h  >  0  mh  h^O  ift*),  fo  gilt  für  n  =  2,S,.  .  . 
bie  Ungleichung 

(1  +/0">  1+nk. 

2Bir  benu^en  §um  Seraeife  bie  fogenannte  „oollftänbige  '^n- 
buftion".  3ii"äci^ft  überzeugen  roir  un§,  ba^  bie  Ungleid^ung  im 
galle  n  =  2  richtig  ift.     ^n  ber  %at  l)at  man 

(1  +  ;,,)2  =  1  +  2  7i  +  ^2  >  1  +  2  /; . 

<Sobann  beroeifen  roir,  ba^  bie  Ungleidjung  für  ben  %a\i  n-{- 1 
gilt,  roenn  fie  für  ben  ^all  n  rid)tig  ift.  SHultipIijieren  roir  bie 
al§  rid^tig  angenommene  Unglei^ung 

auf  beiben  Seiten  mit  1  4-^'/  fo  fommt 

(1  +/0  «  +  ^  >  (1  +/0  (1  +  uh)  =  1  +  {n+l)h  ^nh\ 
alfo 

^e|t  bürfen  roir  unfern  §ilf§fa^  oI§  beroiefen  betrad^ten,  unb 
roir  roiffen  alfo,  ba^  bie  Ungteid;ung  (1 +/?)">  1 +»//  fidler 
gilt,  roenn  n  eine  ber  ^^^^len  2,  3,  4,  .  .  .  ift  unb  h  ben  33ebin= 
gungen  1  +  /?  >  0  unb  //  ^  0  genügt. 

©iefe  Sebingungen  finb  erfüllt,  roenn  roir  in  ber  angegebenen 
Utigleid^ung  /;  = ^  fe^en.     2)ann  erfialten  roir  aber 


(i__L)">i_l 


*)  ®er  fjall  ift  /<  =  0  ift  triotal. 
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ober*) 

jn  —  l)"  (w+1)"        «— J. 

ober  enblid^ 

b.  I|. 

(l  +  ,T:iir'<(l  +  l)"-    (für.  =  2,  3,  4,...) 
2)arau§  ergibt  jic^,  ba^  bie  g^olge 

eine  auffteigenbe  t[t. 

©e^en  roir  in  unferer  Ungleii^ung  (1  +  /*)"  >  1  +  nh,  mo- 
xin roie  bisher  n  eine  ber  ^o^^en  2,  3,  4, .  .  .  ift,  //  =    ti::t  /    fo 

finb  bie  33ebingungen  1  +  /?  >  0  unb  ^  ^  0  erfüttt,  unb  roir  er= 
f)altcn: 

\  )r— 1/  H-  —  1 


ober,  ba 
ift, 

alfo 


(i  +  ÄF-!nr>i  +  ^- 


(w— 1)"  (w+1)"    ^      w     ' 


S)arau§  ergibt  fid^,  ba^  bie  ^olge 

eine  abfteigenbe  i[t. 

®iefe  abfteigenbe  ?^oIge  liegt  in  bem  ^nteroatt  (0,  4).     @ie 

*)  SBtr  benu^en  :^ier,  ia^  a^  —  b-  =  {a  —  b)(a-\-b)\\t 
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ift  alfo  fortüergent.  ^firen  ©renjroevt  loollen  roir  mit  e  bejeid^nen: 
3lm  ift 


/         1  \»+  1 
lim    1  +  -  = 


alfo  anal*) 
roeil 


lim 

n  =  00 


n+i. 


im  f  1  +  — )  =  1 
lim(l+|)"=., 

^       •"'        i  +  - 

n 

3ßir  ^ben  je^t  eine  aufftcigenbe  unb  eine  abftetgenbe  %olQ,e, 
bie  beibe  nad^  e  fonoergieren.  ^ie  3^^^  ^  fpi^^t  in  ber  f)i3l)eren 
3rnali)fig  eine  wichtige  5RoIIe.  Wlan  benu^t  fie  al§  S3afiö  eineö  So^ 
garitfimen^^ftem §;  bie^e  Sogarit^men  f)ei^en  bie  natürlidjen 
Sogarit^men;  ber  natürlid^e  2ogarit{)mii§  einer  ^af)!  x  ift  alfo 
biefenige  3«^}^  y.  raeld^e  bie  ©leid^ung  e'J  =  x  erfüEt.  Grft  fpäter 
roerben  roir  einen  bequemen  2Beg  ^ur  angenäherten  S3ered;nung  üon  e 
finben.    ^e^t  roiffen  roir  nur,  ba|  e  groifd^en 


(i+vr»^('+r' 


liegt.    2)iefe  ßaljlen  finb  aber  für  grojje  SBerte  non  n  unbequem 

ju  beret^nen.  Stuf  6  S^ejimalen  bcredjnet  roirb  e  gleid^  2,  718  281. 

S)enfen  roir  un§,  bafe  ber  3in3fu^  4  ^rojent  beträgt  unb  ba^ 

nicf)t  erft  na(|  einem  ^ai)x,  fonbern  fd^on  immer  nac^  —   ^al^r   bie 

3infen  gum  Kapital  gefdjlagen  unb  mit  oerjinft  roerben.     1  Wlavf 

1  0  04  /  1   \n 

roäd)ft  bann  in  —  ^a^x  ,^u  1  +  -^ ,  in  1  ^a^r  §u  [1 -\-  ^ 
Wlaxt  unb  in  25  ^a^ren  ju 


/  1    \25« 

(1  +  26T,)      SKatf. 


2affen  roir  n  unbegrenzt  juneljmen,  fo  lonoergiert  biefe  ©umme 
gegen  e  SRarf.    1  SJiarf  roäd^ft  alfo  in  25  ^al)ren  ju  e  2Rarf  an. 


*)  2Sir  benutzen  ^ier  ben  <Ba^  öom  ©renätuert  eine^  Duottenten. 
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roenn  fogufagen  in  jebem  Stugenblicf  bie  3^"fe"  i^^^"^  Kapital  ge= 
fd^lagen  unb  mit  nerjinft  loerben  unb  ber  3i"5fw^  4  ^rogent  be= 
trägt.    2)iefe  Sebeutung  ^at  bie  ^alfi  e. 

3.  «1,  «2'  ^3/  •  •  •  fei  ß'"ß  «^"0^92  pojitioer  ^ai)kn,  bie  nid)t 
gang  ju  [ein  bxauä)m,  imb  e§  fei  lim  a^  =  co  *). 

3Bir  rootlen  bie  ?^oIge 

unterfud^en. 

p^  fei  bie  größte  gange  3^^^/  ^ie  fleiner  ober  gleid)  a„  ift. 
®ann  t)at  man,  roeil 

0^a„-^„<l, 

aud^  lim  p^  =  cc  .     9tun  ift  aber 
unb  um  fo  mef)r 

(i+^y"<(i+.ir<(i+fr". 

\  n    I  n  n' 

1+  — .-r)     unb     1  +  ^ 

unter  m  eine  gange  3^^^  cerftanben,  bei  unenblid^  gunel^menbem  -in 
nad^  e  !onüergieren,  roeit  fie  gleic^ 

finb,  fo  liegen  biefe  ©rö^en  „faft  atte"  gmifdjen  e  —  i  unb  e+£- 
5)affelbe  gilt  alfo,  roeit  lim  ^„  =  oo  t[t,  aud;  oon  ben  ©rö^en 


*)  S)aä   bebeutet,    ba^   jebe  3a^I  5'  öon   ,,faft   allen"  a„  üb?r= 
troffen  ttJtrb. 
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mitE)in  aucf)  üon  ben  ©rö^en 

(l  +  M^"  . 
2)a  bieg  für  jebeä  pofttbe  £  jutrifft,  fo  i[t 

.1.(1  +  1)""  =  .. 

4.  &1,  &2/ ^3'  ■  •  •  i'^i  eine  ^olge  negatioer  ^Ci\)Un  (oon 
benen  feine  gleid^  —  1  ift)  unb  eö  fei  lim  &„  =  —  oo  *).  2)ie  b„ 
brauchen  nid^t  ganje  3ö^len  ju  fein. 

2öir  rootten  bie  3^oIge 

betrarf)ten.     ©e^cn  roir  &„  =  —  (!+  a,X  fo  "'^'^^ 

alfo,  bü  lim  «^  =  cx)  ift, 

lim  (l +  !)'"_. 

3lffeä  in  allem  fönnen  roir  fagen,  ba^  (l  +  — )    bem  ®renj= 

roert  e  guftrebt,  rcenn  w  irgenbroie  (b.  ^.  irgenb  eine  §oIge  bur(^= 
laufenb)  nac^  oo  ober  nad;  —  oo  fonoergiert.    ©§  genügt  fogar, 

ba^  1«!  nad^  oo  fonoergiert.     ©e^t  man  —  = /e ,  fo  fonoergiert /? 

(oI)ne  jemals  felbft  null  ju  merben)  nad^  9Zutt  unb  man  l)al 


lim  1(1  +/0M  =  e. 

5.  2Bir  motten  a  >  1  annef)men  unb  bie  ^olge  betrad^ten: 

■1-     4 
a;  a'^\  a'^,  .  .  . 

©e^en  mir 

1 
a«  =!  +  &„, 
fo  ift  6„  >  0  unb 

a  =  (l +&;)">  !+«&„ 

(nad^  ber  in  9?r.  2  beroiefenen  Ungleid^ung). 
*)  b.  1^.  lim  (— bn)  =  oo. 
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^terauä  folgt  aber 

^"  <  ^    ""^  ^'™  ^n  =  0  . 
3Jiit^in  tft 

lim  a«  =  1 . 

^at  man  0  <  a  <  1 ,  jo  rairb  —  >  l,mitf)m  lim  (— j "  =  1 , 

alfo  auä)  roieber  lim  a"  =  1. 

3m?5^aIIe  a>l  ift bie  ^olge  o, « "^  a^',  .  .  .  abfteigenb,  im  %aUz 

0  <  ff  <  1  auffteigenb.    ^n  ?^alle  a  =  1  lautet  fie  1,  1, 1, .  .  .,  unb 

1 

e§  tft  aü6)  i)kx  lim  a «  =  1 . 

2ßir  rootlen  je|t  a  >  1  annehmen  unb  unter  Jt^,  \,  Ji^,  .  .  . 

eine  ?^oIge  pofitioer  3'*^''ß"  ^^^^  ^^"^  ©rengiuert  0  üerftel)en,  fo  ba^ 

1 

alfo  lim  /?„  =  0  ift.    2)ie  gange  ^c^  ^  f^^  fo  geroä^It,  ba^  a"  < 

1  +  «  ift.    2)a  e§  nur  eine  enblidje  2lnäaf)I  üon  //„  gibt,  bie  ber 

Ungleichung  /*„  ^  —  genügen,  fo  raerben  bie  ©rö^en  a  "  „faft  alle" 
ben  Ungleicfiungen 

1  <  ff''  <  ff  '■  <  1  +  £ 

genügen.  2)a§  bebeutet  aber,  ba^  lim  a  "  =  1  ift.  2)er  gall 
0  <  ff  <  1  erlebigt  fid^  roie  oben.  Sefte^t  bie  nai^  9^utt  fonüer= 
gierenbe  ^^olge  /?/,  h^',  /'s',  •  •  •  aus  lauter  negatioen  ©liebern,  fo 
fe^en  roir  /«„'  =  —  Ji„.    Sann  ift  h^  >  0, 

a  "  =  — .    unb  lim  a  "  =1 . 

2Bir  fe^en,  baß  a''  («  >  0)  immer  bem  ©renjroert  1  guftrebt, 
löie  aurf)  h  nac^  D^^utl  fonoergieten  mag. 

Stuf  ©runb  biefeä  ®rgebniffe§  finb  roir  imftanbe  gu  beroeifen, 
ba^  bie  gunftion  cf"  burd^roeg  ftetig  ift.  ^at  man  nämlid^ 
lima;^  =  x  unb  fe|t  man  x^  =  x  +  //„,  fo  ift  lim/?^  =  0.  3Run 
roirb  aber 

lim  ff*«  =  lim  (a^  •  a'^«)  =  a'  lim  a^«  =  a*. 

©amit  ift  bie  ©tetigfeit  »on  «.^  an  ber  ©teile  x  beroiefen. 
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5Dte  ^urtftion  y  =  "log x  befiniertcn  tuir  \>\\\^  bie  ©leidiung 
«2/  =  X.  SBir  moffeix,  wie  eö  ü6Ucf)  ift,  bie  Sajis  a  gröfser  al§  1 
annefimen.  @§  fei  nun  lim  a^,,  =  x  unb  alle  a'„  größer  (Keiner) 
afö  ic*),  folglid^  bie  gugeljörigen  Sogar itf)men  y^  größer  (jleiner) 
at§  ber  Sogarit^mug  y  uon  o;**).  äBenn  e§  nun  unenblid;  niele 
y^  gäbe,  bie  größer  al§  ?/  +  £  (fleincr  al§  y  —  s)  finb,  fo  roären 
bie  ent[prec^enben  x^  gröf,er  al§  a^  +  '  (f leiner  aU  a^''),  rcaä  wegen 
lima;,  =  X  unmöglicf)  ift.  2)ie  g-unftion  "logx  ift  alfo  für  jebcn 
pofitiüen  2ßert  oon  «  ftetig. 

6.  Ji^,  h^,  7^3,  ..  .  fei  eine  Qaljlenfotge  mit  bem  ©renjwert  0, 
e§  fei  alfo  lim  Ji^^  =  0.    ?5^erner  fei  a  >  0.    2Bir  bilben  bie  ^-olge 

^-L     ^lul      «'°-i        ***\ 

©e^en  wir 

a^n  =  1  +  £^ 

fo  ift,  roie  mir  roiffen  lime^,  =  0.  2)ur(^  Sogaritf)mieren  ergibt  fid;: 

^„  log  a  ==  log  (1  +£„); 

mir  motten  al§  33afi§  bie  3of)I  e  benu^en,  alfo  mit  natürlid^en 
Sogaritljmen  operieren;  log  bebeutet  bemnad^  fooiel  mie  *log. 
5RacE)  biefen  S^orbereitungen  mirb 

aK  —  1  f  „  log  a  log  a 


unb  mir  ersten 


a  " 


lim      ^ =  log  a j ^  =  log  a. 

limlog{(l  +  £„y-) 

1 

^ierju  Ijaben  mir  benu^t,  ba^  (1  +  £„)'"  ben  ©renjmert  c 

Ijat  unb  ba^  log  x  an  ber  ©teile  rr  =  e  ftetig  ift. 

3Bir  ^aben  alfo  ben  folgenben  @a|: 

a''  —  1 

— h —  ^^  -^  ^^  ftrebt  bem  ©rengmert  log  a  (natürli^er 

*)  @§  flcnünt  ioId)e  ^volc^en  s"  lictrad)ten. 
**)  X  unb  bie  fämtHcI)cn  x„  feien  p  oft  tili. 
***)  2öir  ic^lte§en  aut-,  baf5  ir^cnb  ein  h,,  gleid)  9?uII  ift.    3)ann 
finb  aud)  alle  t«  unglei^  !Jiuü. 
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Sogaritl^muä  üon  a)  311,  roenn  Ji  trgenbroie  nad)  ^uU  !on  = 
üergiert  (ol^ne  felbfl  ben  2ßert  9^uU  an^uneljmen). 

Sßir  f)aben  (jier  ein  (praftifd;  atterbittö?!  racnig  braud)6areä) 
SRittel  5ur  Serec^nung  ber  natürUdjen  2ogariti)meu  getnonnen. 

7.  7/^,  //g,  /'s,  •  •  •  fei  eine  3^oIge  pofitiuer  (Srö^cn  mit  bem 

©reuäiuert  0.     9Bir  rooUen  anne{)men,  bajj  fie  äffe  fleiner  al§  ^ 

jinb,  alfo  fleiner  al§  ein  SSiertel  uon  bem  Umfang  be§  ®in^eit§= 
freifeS. 

IJn  ^ig.  7  ift  ber  ®inl)eit§frei§  bargeftefft.  ®er  Sogen  A P„,  ben 
mir  ftarf  gejeidjnet  ^ben,  fott  g(eid)  A„  fein. 
X„P„  ift  bann  g(eid)  sin /(„,  0X„  gleid; 
cos//„,  ebenfo  Äl\  gleid^  tg/*„.  ^er  3'Iäd;em 
inf)alt  be§  l^reioieftorö  ^ÖP„  cerljält  fid^ 
gu  bem  Snf)alt  n  be§  @in{)eitg!reife§  mie  ber 
S3ogen  //„  ju  bem  .^rei^umfang  27r;  er  ift 

alfo  gleid;  !//„.  Xa§2)reied  OX„P„f)atben 


^n^alt  ^cos//„  sin^„,  ba§  ©reiecE  OÄT^  ben 


gig.  7. 


^n^alt^tgh^.    S)a  ber  ^reiöfeltor  offenbar  grii^er  al§  ba§  erfte 

unb  fleiner  al§  ba§  gmeite  Sreied  ift,  fo  Ijabeix  mir 
l  II  sin  h^ 


1   . 


2)ioibiert  man  burd)  -sinA^^,  fo  ergibt 


cos  //„  < 


"■        siu  h 


alfo 


cosTi, 


> 


sin  h. 


'^nn  ift  aber 


< 


cos  7? 


>  cos  Ji 


lim  cos  h 


V,  =  1  /        lim  — '-r-  =  1 
«  '  cos/i„         -^^ 


folglidj  aud^*) 


sin/t 
lim-^  =  l. 


*)  SBenn  lim  ti,^  =  lim  »;„  =  c  ift  unb  r,,  Beftönbig  ättJtjc^en  u„ 
unb  ■iy„  liegt,  fo  ift  oud)  lim  v.„  =  c.     gn  ber  Xat  liegen  „faft  alle" 
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2)a  - — ' — -  = ift,  fo  fönnen  löir  bie  S5orausfe|ung, 

bo^  äße  Ji^  pofitir)  finb,  fallen  laffen  unb  ^aben  fomit  folgenbcs 
gfJefultat: 

— r—  flrebt  bem  ©renjroert  1  ju,  roenn  7«  irgenbroie 

nad^  5Run  lonoergiert  (ot)ne  felbfl  ben  2Bert  "^RnU  anjune^men). 

§  17.  InenMtttje  Hdijnt  im  nU^fm^tnen, 

Sßenn  eine  beliebige  ^ö^^enfolge  u^,t(.2,u^,  .  .  .  oorliegt,  fo 
fann  man  auä  i^x  eine  neue  3^oIge  bilben,  inbem  man  juerft  % 
^infd^reibt,  bann  u^  +  n^,  bann  «^  +  ^2  +  ^'s  "i>^-     ®^|t  man 

s„  =  «1  +  ^2  -i +  ^«/ 

fo  lautet  bie  neue  S^olge 

^t/   *2'   ^3'  •  •  • 

@§  fann  fein,  ba^  biefe  ^^olge  fonoergent  ift,  ba^  alfo  5,^ 
einem  ©renjroert  s  juftrebt.  SBenn  bieg  ber  %aU  ift,  fo  fagen  mir, 
ba^  bie  unenblid^e  Steige 

«1   +  ^<o   +  %   +  •   •  • 

fonoergent  ift  (fonoergiert)  unb  bie  ©umme  s  l)at,  unb  luir 
f(i^reiben : 

S  =  Wi  +  ?/2  +  «'2  H 

aSenn  bie  ^^olge  s^,  s^,  s^, .  .  .  nid^t  fonoergent  ift,  fo  fagen  mir, 
ba^  bie  unenblid^e  5Rei^e  %  +  «2  +  %  +  •  "  "  bioergent  ift 
(bioergiert). 

-**i/  ^2/  ^'3/  ■  •  •  nennen  mir  bie  ^artialfummen  (s„  bie  w=te 
^;partialfumme)  ber  unenblid^en  Steige. 

2luö  ber  Definition  ber  ^onoergenj  ergeben  fid^  unmittelbar 
folgenbe  ©ä|e: 

1.  2Benn  t^i  +  ^2  +  %  +  "  "  "  fonoergent  ift,  fo  ift  aud; 
%  +  %+i  +  ^^+2  H fonoergent  unb  umgefef)rt. 

2.  ^enn  u^  -(-  n^  +  ti^  .  .  .  fonuergent  ift  unb  bie  6umme  s 
l;at,  fo  fonoergiert  aud;  bie  9teif)e 

(%  +  •  •  •  +  «,J  +  («„,+1  +  •  •  •  +  «J  +  .  •  • 

M„  unb  „faft  alle"  w„  an)ifd)en  c  —  f  unb  c-\-  s.  fyotflUd)  gilt  ba§ 
aviä)  Bon  ben  «„  unb  ätuar  für  jebcS  poftttöe  f.  %a^  bebeutet  aber, 
ba^  lim  w„  ==  c  ift. 
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unb  l^at  bte  ©umme  s.    @ä  folgt  nämltd^  au§  lim  s„  =  s,  ba|  aud} 
bie  S^olge 

^nj'   ^rtj'   ^?H/  •  •  • 

naä)  s  fonoergiert. 

3.  SBenn 

S    =    «1    +    %    +    Wg    -\ , 

foift 

as  =  au^  -\-  au^  -\-  au^  +  •  •  • 

4.  Sei  einer  fonoergenten  S^teilie  mu^  limif„  =  0  fein;  benn 
\\\ax\  f)Qt  lim  s„  =  s,  lims„_i  =  s,  folglid^  lim  (s„  —  s^_i) 
=  lim  yy„  =  0. 

®ie  33ebingung  lim  m„  =  0  ift  üBrigenä  für  bie  ^oncergenj 
ber  9teif)e  n^  -\-  u^ -\-  u^ -\-  •  •  ■  jroar  notioenbig,  aber  fetne§= 
iDeg§  I)inreic^enb.  ®a§  jeigt  ung  baä  Seifpiel  ber  fogenannten 
l^armonifc^en  9iei!^e 

§ier  ift  «„=     ,  alfo  Hmw^  =  0.   Xro^bem  lenOergiert  bie 

3ftet^e  nid^t. 

Sn  ber  %(xi  ift  bie  ©umme  ber  2"-  2«-i  =  2'^-^  ©lieber 

1  1  1 

^n-i'      2""^+!'      *  '    '      2"— 1 

gröBer  alä  2-^-^^^  =  \- 

Summiert  man  bie  q  erften  ©ruppen  biefer  %ci{n  =  l,2,...,q), 
fo  erf)ält  man  eine  ^artialfumme  ber  Sieifie,  bie  größer  ift  a(g  -^q, 

eine  3ßt)l,  meldte  mir  beliebig  gro^  mad^en  !önnen. 

5.  @ä  fei 

S  =  Ml   +  ^2  +  %  +  •  •  •/       ^  =  '^1   +  ^2  +  ^3  H 

unb 

^n  =  "l   +  W'2   H h  W„/       ^n  =  ^1  +  '^2  H ^  ^„  • 

2)ann  ift 

S  +  t  =  U^  i-  V^   +  Mg  +  ^2   +  '"3  +  ^3  H 

3n  ber  2;at  lautet  bie  2w=te  ^artialfumme  s„  +  ^„,  bie 
(2w—  l)=te  s^^  -\- 1^^  —  v^.    33eibe  fonoergieren  offenbar  nac^  s-\-t. 
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@6enfo  ift 

s  —  t  =  ti^  —  Vj^  +  «2  —  ^2  +  ^'3  —  ^3  +  •  •  • 

§  18.  ^ftfpifU. 

1.  2)ie  geometri[d^e  9iei^e*) 

1  +  (Z  +  3'  +  2'  +  ■  •  • 
ift  für  q  =  1  nxd)t  fonoergent,  Toeil  s„  =  w  über  alle  ©renjen 
lüädjft.    ^ft  ^  ^  1 ,  fo  benutzen  roir,  ba^ 

s„=l  +  g  +  3'  +  ••■  +  $"-^ 


folglid^ 
alfo 


s„  = 


;„(1  -  g)  =  1  -  g«, 
1  —  g"  1  2' 


2         1—2        1—2 

ift.    ^m  ^alTe  'g  >  1  roädjft  [s„|  über  alle  ©renken,  s,^  f)at  alfo 

leinen  ©renjioert.     ^m  ^-alle    g' <  1  bagegen  ift  liin2''  =  0, 

mitf)in  1 

lim  s    = 

"       1  —  2 

2Senn  g  =  —  1  ift,  fo  finb  s^,  s^,  s^,  .  .  .  aü^  gleid^  9tutt, 
s^,  S3,  55,  ...  atte  gleid)  1.  2)ie  ?5^oIge  s^,  s^,  s^, .  .  .  fjat  alfo 
jroei  §äufungäftetten. 


*)  Wtan  bejctdinet  fo  and)  bie  allgemeinere  Steige  a-{-aq-{-aq--\ 

©ine  geometrijd)e  9iei{)e  fpielt  bei  bem  berüljinten  @opl)i!?ma  hc§  S^no 
üon  Glea  eine  ?Roüe:  Sldiilleg  öerfolgt  eine  ©d)ilb!röte  unb  fann 
12  =  mal  fo  fd)nell  laufen  al§  fie.  3)ie  ©d^ilbfröte  ^at  5U  Einfang  einen 
SSorfprung  Oon  1  ©tabion.     2ßät)renb  Sld)ißeg  bieje  Strede  buri^Iduft, 

legt  bie  @d)ilb!röte  —  ©tabion  jurüd,  it)r  SSorjprung  beträgt  bann  alfo 

-    ©tabion.    S^at  Std^iflcä  aud)  biefe  ©trede  burdilaujen,    jo   ift   ber 

SSorfpruttg  ber  ©djilbtröte  nod)  (—)  ©tabion  u.  \.  f.  3W)iüe»  l^olt  bie 
©c^itbfröte  alfo  niematy  ein,  fagt  3^«".  i^n  9?trnid)!eit  f)0lt  er  fie 
ein,  nad)bem  er  bie  ©trede  s  =  l  -f-  ----)-(    J  +  (    J  +  •  ■  •  ©tabien 

surüdgelegt  ^at,  b.  fj.  1  --■  ©tabien. 
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®te  iieometrifdje  9leil}e  1  +  ?  +  2^  +  2^  +  •  •  •  fo«  = 
oergiert  nur,  raenu  \q\  <  1  ift,  unb  man   f)at  in  biefem 

~  =  1  +  2  +  S'  +  3'  +  •  •  • 

2.  @tne  3flet^e,  bereu  ©Heber  abraerf^felnb  pofitir  unb  negatio 
finb,  l^ei^t  eine  alter nierenbe  9tei^e.  ©ine  fold^e  9teil^e  ()at 
bie  ^orm 

«1  —  ''2  +  «3  —  'h  +  •  •  •/ 
unb  bie  rt  finb  alle  pofitiü. 

@§  gibt  geraiffe  alternierenbe  3f{eil)en,  beren  ^onoevgeng  man 
fel^r  leidjt  beroeifen  faun.  ©aö  finb  biejenigen,  bei  rcelc^en 
«1  /  «2  /  % '  •  •  •  ßi"^  "<i*J^  ^"tt  fouüergierenbe  abfteigenbe  3^oIge  ift, 
alfo 

ttj  ^  «2  ^  '^'3  ^  ■  ■  ■      ^^^      ^i"^  ^«  =  0 . 

SBenn  man  bie  ^artialfummen 

Si  =  «1,  %  =  f<i  —  r/2,  S3  =  rti  —  0-2  +  «3, .  .  . 

burd^    fünfte    auf    ber   ^a^l^nlinie ,    ,    ,    r      ,      > 

barftettt,  fo  bemerft  man,  ba^  biefe  ^     trX~s77. 


•^v    c 


fünfte  fo  liegen,  mie  eö  <^-ig.  8  an=  Sta-  s. 

beutet.   ®ana(^  bilben 

^1/  ■^3/  ^'^5/  •  -  <-'i"e  a4i^ffleig-en-b.e>  O-^f^^^^  "'" 

^2/  ^4/  ^ü/  •  •  •  '^ittß  abfteigenbe-  a,<^^:^^^t^^y  '^c ti- f 

?5^oIge  unb  beibe  ?^olgen  liegen  in  bem  ^nterüoU  (^2,  sj.  ®ie  finb 
alfo  beibe  lonoergent,  unb  ba 

^2n-l  *2h  ^^  ^*2n' 

folglich 

lim  52„  _ j  —  lim  «2  „  =  li"i  ^2 «  ="  0 

ift,  fo  ^aben  fic  beibe  benfelben  ©renjroert  s.    S)ie  ^leilje 

«1  —  ttg  +  ^3 

ift  baljer  fonoergent  unb  Ijat  bie  ©uinme  s.  2(IIe  s^  mit  ungerabem 
^nbej  finb  größer  alö  s,  alle  mit  gerabent  Sn^e^  f leiner  al§  s. 
9^el)men  mir  alfo  jmei  aufeinanberfolgenbe  ^artialfummen,  fo  liegt 
s  gn)ifd)en  il)nen. 
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§  19.   Hfiljen  mit  tiofititifn  ®ltfJ>frn. 

SBenn  alle  ©lieber  einer  unenbUdien  9fJeif)e  pofitio  finb,  fo 
bilben  bie  ^artialfummen  eine  ouffteigenbe  ?^olge.  ©obalb  man 
[ic^  alfo  überzeugt  i)at,  ba^  5„  beflänbig  fleiner  bleibt  al§  eine  fefte 
3ai)l  g,  ift  bie  ^oncergenj  ber  9iei^e  gefid)eit;  benn  s„  f)at  aisbann 
einen  ©renjroert  s. 

Siegen  jraei  9leif)en  mit  pofitioen  ©liebern  üor 

%   +   '^2   +   ^3   +  •  •  •        im^        '"l   +   '"2   +  ^'3   +  •  •  • 

unb  finb  bie  ©lieber  ber  erften  fleiner  ober  gleid^  ben 
entfprecf)enben  ©liebern  ber  ^roeiten,  alfo 

fo  folgt  aus  ber  Äonoergeng  ber  jroeiten  Steige  bie  ber 
erften,  unb  toenn  bie  erfte  9teil)e  binergiert,  fo  biüergiert 
aud;  bie  jroeite. 

'3)iefe  einfad;e  33emerfung  benu^en  mir  jum  Semeife  beö 
fülgenben  ^onnergengfritcriumS,  roeld^eg  üon  b'2llembert  Ijerrü^rt. 

©ine  unenblid^e  'J^ei^e  mit  pofitioen  ©liebern 

^li    +  ?'2   +   ''s   +  •  •  ■ 

ift  fonoergent,  roenn  e6  eine  S'^h^  2  gi^t,  bie  fleiner  als  1 
ift  unb  „faft  alle"  ©lieber  ber  fyolge 

Übertrifft. 

2öenn  bie  ©lieber  biefer  ?5^oIge  „faft  alle"  größer 
ober  gleid;  1  finb,  fo  foncergiert  bie  Steige  nid^t,  meil 
nid^t  einmal  ]um(^^  =  0  ift. 

^m  erften  y^aüe  befteljen  mit  einer  enblid^en  Slnjalil  oon  ^^U6= 
nal)men  bie  Ungleid)ungen 

-^<a>  (m=  1,2,3,...) 

^ft  V  —  1  ber  größte  unter  ben  Slugna^meinbijeä,  fo  ^aben  rcir 

folglid; 

"v  +  i  <'/",..  ",+2  <«^",./-  •  • 
2lu§  ber  Äonoergenj  ber  ^eil;e  ?<,,  +  qu^,  +  </^ ",,  +  •••  folgt 
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auf  ©runb  ber  obigen  SBemerfung  bie  ber  Steige 

Wv  +  "v  +  l   +  "v  +  2  +  •  ■  V 

aifo  auä)  bie  ber  9leil)e  u^  +  «o  +  ^'3  +  •  •  ■ 

^m  jraeiten  glatte  6efte()en  mit  einer  enblid^en  3ln3al)(  von 
2(u^naf)men  bie  Ungleid;ungen 

'"  +  ^^1.  (n=  1,2,3,...) 


u.. 


^ft  roieber  v  —  1  ber  größte  ber  Sfiiänat^meinbijeS,  fo  ()at  man 


folglid; 


''V  +  I^",'    ^'..  +  2^ 


.'  +  2  ^  "v/ 


^/. 


2)aä  roiberfpridjt  ber  für  bie  i^onnergenj  notiüeubigen  Se= 
bingung  lim  u^^  =  0. 

SiBenn einen  ©rensiüert  l  f)at,  fo  ift  bie  iHeif)e 

^'1  +  ^'2  +  "3  +  •  •  • 
im  ^alle  l  <  1  fonuergent,  im  %aü^  l  >  1  aber  nid;t;  fie  fon= 

"n  +  1 

oergiert  auc^  nidjt,  lüenn  lim  ~—  -  -  =  rsu  ift.   2Bäf)(t  man  nämlid^ 

im  erften  ^atte  f  fo  flein,  ba^  q  =  1  -{-  s  aiid)  noc^  Heiner  alö  1 
ift,  im  groeiten  %a[k  s  fo  !lein,  ha^  l  —  £  aud;  nod)  größer  alä  1  ift, 

^*n  +  1 

fo  fie§t  man  (ba  „faft  alle"    '   -  groifdjen  l  —  e  unb  l  +  £  liegen), 

'*« 

ba^  im  erften  ^^alle  bie  Ungteidjungen  <  1  im  jmeiten  (rcie 

im  brüten)  ^^ade  bie  Ungleidjungen  — —  >  1  mit  einer  enblid;en 

n 

2{n§a^l  üon  2tu§na§men  gelten. 

Umov&nung  ber  (SJüe&er. 

Wi  +  ^'2  '\~  "3  H fßi  ßi"^  5Reif)e  mit  pofitioen  ©liebern,  ebenfo 

^1  +  ''2  +  ''3  +  ■  •  •  Seibe  mögen  biefelben  ©lieber  enthalten, 
nur  in  üerfd)iet)ener  9(norbnung.  "^ie  jrocite  Sffet^e  foll  alio  auä 
ber  erften  burc^  eine  getoiffe  Umorbnung  ber  ©lieber  entftanben 
fein,    ^ie  erfte  3iei^e  fei  fonoergent  unb  l)abe  bie  Summe  5.  2Bir 
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tooffen  beraeifen,  bafj  awd)  bie  groeite  9teil)e  fonüergiert  imb  bie 

©umme  s  l^at.   3"  F^^'^  ^avtialfumme  ö„  ron  r^  -j-  Tg  +  r^  -| 

gibt  e§  eine  gröj^ere  s,,,  in  u^  +  ^'2  +  ^'3  +  •  •  ■  ^^^^(^^  6raud;t 
nur  w'  fo  gro^  ju  raäf)len,  ba|  in  .%,,  bie  ©lieber  %,  f^'  "  "  "/  '"« 
alle  üorfommen.  'J)a  bie  fonft  in  s^^,  nod)  auftretenben  ©lieber  (roie 
überl)aupt  aUe  ©lieber)  po[itit)  finb,  fo  §at  man  .f„,  ^  g„  ,  folglid^ 

aud^  s  >  (?„.    §ierau§  fie^t  man,  ba^  bie  9iei^e  v^  +  v»  +  '"3  H 

fonoergiert,  unb  menn  lüir  mit  6  i^re  ©umme  bejeidinen,  fo  folgt 
au^  s  >  6,^  noc^  s  ^  (T.  93ertaufc^t  man  je^t  bie  -KoUen  ber  beiben 
9teif)en,  fo  finbet  man  a^s.  @§  ift  bal^er  .s  =  a. 
2Bir  'i)ah^n  alfo  ben  folgenben  ©a^  geroonnen: 
SBenn  man  in  einer  fonoergenten  9teif}e  mit  pofi= 
tioen  ©liebern  bie  ©lieber  beliebig  umorbnet,  fo  bleibt 
fie  fonoergent  unb  bie  ©umme  ber  9teil^e  bleibt  biefelbe. 

§  20.   ;^b fohlt  koutjergfnte  HctljEn. 

9)kn  fann  fid^  leidet  überjeugen,  ba^  bie  Äonoergenj  con  |  u^  | 
+  !  ^'2  I  +  h'3  I  +  ■  '  ■  ^^^  ^onuergenj  non  m^  +  ^'2  +  ''s  +  "  '  " 
nad;  fid;  jiel^t.    (35ie  u  finb  je^t  nid;t  melir  atte  pofitiö.) 

3n  ber  STat  ift 
Sllfo  finb  bie  3fteil)en 


unb 


«1  I  +  ^h   I   [_!ki_+ ü^   I     '"■■  I  +  "•'  4- 


-'^1       ,       I    ^'2    I    —   «S       I       I    «8    I    —   «S    _L 


fonoergent,  folglid)  aud;  bie  burd;  ©ubtral'tion  entftel)enbe  ')ieil)e 

Ml  +  i^2  +  %   +   •   •   • 

Man  nennt  eine  3(eil)e  n^  4-  vr,  +  ^^3  +  •  •  ■  ab folut  lon  = 
nergent,  loenn  bie  ^)leil;e  |  u^  |  +  I  "2  I  +  h'a  I  H l'onoergiert. 

llmov'bmutg  ber  (^üc&cr. 

Gine  abfolut  fonoergente  ^)ieil)e  fann  man,  mic  mir  eben  bc= 
merftcn,  immer  qIö  Sifferens  zweier  fonuergcntcr  :')ieil;en  mit  vofi  = 
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tiüen  (iiliebcrn  barfteffen.     2Ran  fe^t*) 


Sann  [tnb,  toic  roir  löiffen,  bic  l^Keifjen  -^i  +  ^'2  +  ^3  +  •  •  •/ 
tVi  +  10.2  +  /Cg  +  •  •  •  foimergent  unb  tjabcu  fein  negatiüeä  ©lieb, 
^-erner  i\t 

n  n  n ' 

aI[o  u^  -\-  u^  +  Wg  -| bie  Siffereng  ber  9leit)en  v^  +  t^g  +  '^3  H 

unb  u\  +  w^  +  "3  +  ■  •  ■  ©ine  Umorbnung  ber  ©lieber  von 
u^  -f  K^  +  "3  +  •  •  •  lä^t  fid;  jegt  baburc^  erreidjen,  ba^  man  bie 
cntfpredjenbe  Umorbnung  in  ben  beiben  9teil)en  ^i  -f  ^2  +  ^3  +  " "  • 
unb  u\  +  »2  +  ""3  +  ■  •  •  norninimt.  2)abei  befiatten  fie  aber  i()re 
.^onuergeng  unb  i()re  ©uinmen.  2)aöfel5e  gilt  mithin  oon  ber  9ieif)e 
»1  +  »2  +  ^'3  i-  •  •  /  "ni^  raii^  f)a6en  bamit  ben  folgenben  ©a^  ge= 
raonnen: 

2Benn  man  in  einer  abfolut  fonnergenten  9letl)e  bie 
©lieber  beliebig  umorbnet,  fo  bleibt  fie  fonoergent  unb 
bie  (Summe  ber  9teif)e  bleibt  biefelbe. 

§  21.   |)r0jinht  mis  }mn  nbfolut  houuergfuteu  Hctljfn. 

2Bir  betrad^ten  gunäd^ft  jraei  fonuergente  9ieit)en  mit  pof  itioen 
©Hebern 

«1  -f  «2  +  «3  +  •  •  •       unb       &i  4-  ^:.  -h  ^3  +  ■  •  • 

®ie  »=te  ^artialfumme  ber  er[ten  fjei^e  Ä^,  bie  ber  jmeiten  B^; 
bie  Summe  ber  erften  9teil)e  fei  ^,  bie  ber  juieitcn  JB. 
S3etra(^ten  Toir  bie  9ieif)e 

r/j  ?^j  +  a^  b.2  +  «3  b-^  +  aj  Z^g  +  cl,  h^  -\-  a.^  b^  +  •  •  ■ , 

fo  fommcn  barin  äffe  ^robufte  uor,  bie  fic^  auö  einem  ©lieb  ber 
erften  unb  einem  ©lieb  ber  groeiten  9^eil)e  bilben  laffen.  'I)iefe  ^ro= 
bufte  finb  in  ber  22eife  georbnet,  ba^  bie  Summe  ber  3nbi3eä  ber 
g^aftoren  juerft  2,  bann  3,  bann  4, .  .  .  ift.  Tie  ^^.^robufte  mit  ber 


*)  SBtC  man  tjaben,  ba^  feine  ber  ©rö^cn  i\^  unb  »•,,  berfdittitnbet, 
fo  fe^e  man  etn^a 
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^nbiseäfumme  n  +  1,  alfo  Oj^h,^,  a^b^_-^,  .  .  .,  a^_^\,  a^h^,  finb 
fo  gefd)rieben,  ba^  ber  ^nbe^  oon  a  tnädift. 

3f(e^men  rptr  irgenb  eine  ^artialfumme  S^  ber  9ieiE)e  o,  h^  +  öjbo 
+  «2^1  +  •  •  • ,  fo  lä^t  fid)  ber  ^nbej  ft  fo  tDäi)Ien,  ba^  -S^  <  ^^,-B^ 
ift.*)    SDarauS  folgt 

2)te  ^nrtialfiimmen  beu  $ReiI}e  «j  &i  +  a^  &2  +  ^2  ^i  +  '  '  ' 
finb  atfo  alle  f (einer  als  AB ,  mitljin  ift  bie  9iei{)e  foncergent. 
^{)re  ©umme  rocüen  rotr  mit  ä  Sejeidjnen.  9^ef}men  mir  je^t  ba§ 
«Probuft  A^B^^,  fo  lä^t  fid)  ber  ^nbej  v  fo  roä^Ien,  ba^  J„5„<<S,. 
ift.**)    5J)arau§  folgt 

®ie  Ungteid)ung  S^<AB  geigt,  ba|  ä  (ber  ©renjiüert  non 
5'„)  nid^t  größer  als  AB  fein  !ann,  bie  Üngleid^ung  ^„i>„  <  'S', 
baJ5  AB  (ber  ©renjraert  non  A^B^)  nid)t  größer  als  -S  fein  lann. 

eg  ift  folglid)  S^  AB. 

2)a  bie  9ieil)e  «i&i  +  aj'.,  +  «2^1  +  '  •  *  ^"^  ^'»"^^'^  P''!^' 
tioen  ©liebern  befteljt,  fo  bürfen  loir  biefe  ©lieber  beliebig  umorbnen, 
of)ne  ba^  il)re  (Summe  fic^  änbert. 

^e^t  feien 

Ml  +  i/g  +  "3  +  •  •  •       ""^      *'i  +  ^"2  +  -^s  +  •  •  • 
groei  abfolut  lonoergente  9kif)cn  mit  ben  (Summen  5  bjra.  ^ 
®ir  lüiffen,  'üa'^  fid;  eine  abfolut  fonnergente  9kil)e  immer  alö  ®iffe-- 
reng  oon  giüei  fonoergenten  Steigen  mit  pofitiren  ©liebern  bar= 
fteUen  lä^t. 

«1  +  «'2  +  ^^3  +  ■  ■  ■  y^  ^'^  ^ifferenj  ber  SRei^en 

a^  +  «2  +  ^3  +  ■  ■  ■       ""^       &i  4-  ?'2  +  ^3  +  ■  ■  ■ 

mit  ben  ©ummen  A  unb  i',   alfo  ?/„  =  «„—  ^n-  *  =  -^  —  -^'• 
ßbenfo  fei  i\  +  t'g  +  ''3  +  ■  •  •  bie  2)ifferen5  ber  9iei^en 

f^  +  C2  +  ^3  +  •  •  •      unb      (?i  +  (?2  +  ^3  +  ■  ■  • 
mit  ben  ©ummen  C  imb  J>,  alfo  r„  =  c^^  -—  d^^,  t  =  C  —  IJ. 


*)  SSenn  ft  ßenügeub  gro^  ift,  fo  fommen  in  bcm  aufgerechneten 

^robuft  A^^B  \\djcx  alle  Oilieber  öou  S^  üor. 

**)  Söenn  v  genügenb  grofj  ift,  jo  !oinincn  in  S^.  aüe  ©lieber  bc^ 

aulgercdineten  ^robuftCiS  ^„-Z^„  for. 
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^a^  bem  Dbtgen  f)at  man: 

-4.  C  =  rtj  c^  +  a^  ("2  -f  öt2  ^1  ■^"  ■  ■  ■  / 

ÄD  =  a^f?!  +  a^  d.^  +  «^f^i  +  •  •  • , 

^(7  =  61^  +  &i  Co  +  62^1  +  •  •  •  , 

5i)  =  &i(?i  +  b^d^  +  &2^i+  •  •  •/ 
folglich 

st  =  ACi-  BD  —  BC  —  AD  =  u^v^  +  ^11^2  +  %^i  H / 

weil 

ift  ufiü. 

®ie  9^eif)e  red§t§  ift  nid^t  nur  fonoergent,  fonbern  a\x6^  ah- 
folul  fonoergent.  2)a§  allgemeine  ©lieb  in  ber  fonoergenten 
3^ei{)e,  bie  man  \m  AC  +  AD  +  BC  +  BD  erhält,  b.  f). 

ift  nämlidf)  größer  alä  ber  ^Betrag  üon  w^t'^,  meil  |  w J  <  a^ -1-  &i 
unb  h*  1  <  q.  +  (^i  • 

3J?an  barf  baf)er  in  ber  3Rei^e  u^v^  -\-  u^v.^^  'u^v^-\-  •  •  •  bie 
©lieber  beliebig  umorbnen,  oI)ne  ba^  fie  aufhört  ju  fonoergieren 
unb  bie  ©umme  st  ju  t)aben.    3Bir  t)aben  alfo  folgenben  ©a^: 

%  +  W2  +  ?/3  +  •  •  •  "nb  t\  +  t'o  -f-  i'3  +  •  •  •    feien  ab  = 

folut  foncergent.  s  fei  bie  6umme  ber  erften,  t  bie  ber 
groeiten  9^eil^e.  Silbet  man  eine  9lei§e,  beren  ©lieber  bie 
fämtlirfien  ^robu!te  Wj-^'i*)  finb  {i  =  1,  2,  3,  .  .  .;  A;  =  1, 
2,3,.. .),  fo  ift  biefe  9iei§e  abfolut  fonoergent  unb  J)at 
bie  ©umme  st. 

Seif^icl.    2ßir  roiffen,  ba^  bie  3fiei^e 

unter  ber  Sebingung  |  2  <  1  abfolut  fonoergent  ift  unb  bie  ©umme 
1  _  g  ^^^'  to  ba| 

(3-^)'=  (1  +  2  +  2'+  •  •  •)  (1  +  2  +  3^  ■  •  •)  • 


*)  (jcbcä  nur  einmal  üorfonimenb). 
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2)ie  ©lieber  u^Vf.  lauten  Ijkx 

1',  q.  <L\  'i\ 
ä,  al  <f, 


1+  2r/  +  8r/+4r/  + 


@§  ift  alfo: 

3}iuItipU§ieren  roir  biefe  (abfolut  fonuergente)  3tei()e  \\o6)  ein= 
mal  mit  1  +  2  +  ö^H /  fo  ergibt  fid)  eine  9?eil}e  für  (r^-)   uff. 

§  22.   Pütfitjrnljen. 

3)ie  gecmetrifc^e  9ieif)e  gel^ört  511  ben  fogenannten  ^oten^rei^en. 
(Sine  ^otenjreil^e  ift  eine  9^eif)e,  beren  ©lieber  bie  fufjeffiüen 
^^otenjen  einer  ^q.{){  x  finb,  jebe  mit  einem  g^aftor  cerfel^en.  ßine 
fold^e  9teil)e  ^at  alfo  folgenbe  ©eftalt: 

«0  ~l~  ^1  ^  +  «2^"  +  «a  -^'^  +  •  •  •  • 

®ie  «0,  «1,  ag, .  .  .  ^ei^en  bie  i^oeffijienten  ber  -^sotenj^ 
rei^e.    S3ei  ber  geontetrifd^en  9{ei^e  fjaben  fie  alle  benfelSen  3Bert. 

9Benn  eine  ^^sotenjreilje  oorliegt  (b.  {).  il)re  Koeffizienten  6e= 
!annt  finb),  fo  fann  man  fragen:  %\\x  meldte  3Berte  üon  x  ift 
bie  $Reil)e  foncergent?  2)iefe  SBerte  bilben  ben  5!onoergen3= 
berei(^  ber  9iei^e. 

©§  gibt  ^$otenjrei{)en,  bie  für  alle  Söerte  oon  x  foncergicren. 
2)aä  finb  bie  fogenannten  beftänbig  fonnergenten  ^^otenjrei^en. 
©ine  fold^e  Steige  ift  bie  folgenbe*): 

i+u+It  +  I!  +  --- 

^ezeidjnen  mir  bie  ©lieber  mit  u^,  u^,  n^,  .  .  .,  fo  mirb 
u 


n  +  X 


*)  n\  ift  "tia^  ^robuft  ber  n  ^ix{)U\\  1,  -2, 


e§  ift  folcjlirfj  lim 
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0,  unb  mir  fönnen  auf  Cyrunb 


beä  b'SlIembertfd^en  Kriteriums  (rc^l.  ©.  34)  fd)Iief5en,  baf? 
I  %  I  +  I  %  I  +  I  ^3  j  -|-  •  •  •  fonuergicrt.  Sie  betrad}tete  ^oten^: 
teilte  i'it  alfo  für  jeben  9.\>ert  oon  .r  abfolut  föuuercjent.  .^i^re 
Summe  ift,  mie  mir  fpäter  feljen  merben,  gleic^  e''. 

@ö  gibt  and)  ^oten;,reif)en,  Viz  nur  für  x  =  0  fonuergiereu.*) 
©ine  folc^e  9{ei[)e  ift  bie  folgenbe: 

1  +  1!  j^'  +2!  .^2+  3!  x^+  ■  ■  ■ 


.^ier  ift  niimlid;  lim 


=  oo,  fobalb  x^O.    ©g  ift  alfo 


a„x" 


ni<i}t  einmal  lim  m,^  ==  0.    (isgl.  ©.  34.) 

2Senn  eine  ^otenjrei^e  üq  -\-  a^x  +  a.2^'^  +  ■  •  •  für  einen  uon 
9tutt  uerfdjiebenen  Sert  .%  fonuergiert,  fo  ift  fieser  lima^a;o'=  0. 
Gine  fonuergente  3flf)tenfoIge  lä^t  firf;  aber,  roie  mir  miffen  (ugl. 
©.  15),  in  ein  enblid^eS  ^nternaU  einfc^lie^en.  @§  gibt  alfo  eine 
3af)I  g,  fo  ba^  alle  ©Heber  «„^'^  ifjrem  33etrage  narf;  f leiner  alö  // 
finb.    "^xm  fdjreiben  mir 

X~)    ' 

Sann  ift 

Qm  ^alle  |  :^;    <  I  ^o  I  fonrergiert  alfo  bie  Steige 

I     Oq     '     -f"    I     f'i  "t-     I     "l~     I     ^*L"^'"         ~1"     ■     ■     ■  / 

med  il)re  ©lieber  üeiner  finb  al§  bie  entfpred^enben  ©lieber  bor 
!onoergenten  geometrifd^en  9fteil)e 

G§  gilt  bemnai^  folgenber  ©a^: 

2i>enn  eine  ^oten§rei^e  für  «  =  «0  (^  0)  fonoergiert, 
fo  ift  fie  im  Innern  beg  ^nterüallS  (— %  x^  abfolut 
lonoergent. 

hieraus  ergibt  ftd§  al§  Folgerung: 

Söenn  eine  ^oten^rei^e  für  x  =  Xq  binergiert,  fo  ift  fie  ttud§ 
au|erl)alb  be§  ^nterüattä  (—  Xq,  X^  nirgenbä  fonrergent. 

*)  gür  x  =  Q  fonöergiert  jebe  ^otengrei^e. 
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^e^t  trotten  roir  eine  ^otenjrei^c  betrad^ten,  bie  nid^t  für 
x  =  0  attein  fonoergiert,  bie  aber  and)  nid^t  beftänbig  fonoergcnt 
ift.  G§  gibt  alfo  eine  von  5^uII  cerfd^iebene  ^al]l  Xq,  für  rceld^e 
fie  lonoergiert  unb  eine  ^'^1)1  X^  für  rceldie  fie  nidE)t  fonoergiert. 
^0  unb  Bq  feien  groei  pofitioe  3ol)Ien,  bie  fo  gcn)ä{)[t  fmb,  ba^ 
rQ<C\xQ  unb  i?o>!Xo'  ift.  3^arf)  bem  obigen  <Ba^  fonoergiert 
bann  bie  ^otengrei^e  für  x  =  r^,  rcäl^renb  fie  eö  für  x  =  F^^  nid^t 
tut,  unb  e§  ift  r^  <  Eq.  2Bir  teilen  bas  ^nteroatt  (r^,  B^)  in  2" 
gleid^e  2'eile.  Unter  ben  ^^eilintercallen  gibt  e§  bann  eine  unb  nur 
eins,  (r^  -R„),  roeld^es  fid)  ebenfo  roie  (/-q,  jR^,)  t)er{)ält,  fo  ba|  alfo 
bie  ^otenjreifie  für  x  =  r^  fonuergiert,  für  x  =  B^  bagegen  nid^t. 
2)ie  ?^oIge  con  ^nteroaUen 

ift  i'o  befdfjaffen,  ba|  jebeS  ba§  ^olgenbe  enf^ält  (alg  eine  feiner 
beiben  ^älflen).  r^,  r^,  r^, ...  ift  eine  auffteigenbe,  i?o,  7?^,  B^, .  .  . 
eine  abfteigenbe  ^-olge  in  bem  ;5'^tert)aII  {r^,  B^).  S3eibe  ?^oI= 
gen  finb  bal;er  fonoergent,  unb  fie  f)aben  beibe  benfelben  ©renj; 
roert  (),  roeil 

ift.    S)ie  Bfi^l^  ?  ^flt  nun  folgenbe  ©igenfd^aft: 

^m  ganjen  Qnnern  be§  ^nteroallS  (  —  (>,(>)  fonoer^ 
giert  bie  ^otengreifie  abfolut.  ^ft  nämlid^  x  ein  Sßert  im 
Innern  oon  {—  Q,q),  fo  fönnen  roir,  ba  lim  >•„  =  ()  ift,  n  fo 
gro§  mähren,  ba^  x  and)  im  ^nnern  beä  ^nteroattg  (—'*„,  r„) 
liegt.  ®a  bie  ^^eil^e  für  r^  fonoergiert,  fo  ift  fie  im  ^nnem  beö 
^nteröatt§  (—  )\^,  >•„)  abfolut  fonoergent,  alfo  aud)  für  jenen  2Bert  x. 

S(u|?erl^alb  be§  ^nteroallS  (—(>,(>)  fonoergiert  bie 
^otenjreilje  nirgenbs.  ^ft  nämlid^  x  ein  SBert  au^er^alb  oon 
(—  g,  ())  fo  fönnen  mir,  ba  lim  i?„  =  q  ift,  n  fo  gro^  roäl^len,  ba^  x 
and)  au^erl)alb  oon  (—  i?„,  -R„)  liegt,  ^a  bie  ^eii)e  für  i?„  biiier= 
giert,  fo  fann  fie  au^erl}alb  oon  (— i?„,  i2„)  nirgenb§  fonnergent 
fein     Sie  bioergiert  alfo  aud)  für  jenen  SG>crt  x. 

©as  ^nteroall  (— ^,  ())  nennt  mann  bae  ^onoergenjinter^ 
uall  ber  ^oteujreilje.    q  l)ci|5t  ber  Äonoergenjrabiuö. 

Söenn  eine  ^oten5reil)e  beftänöig  fonocvgent  ift,  fo  fagt  man, 
fie  'i)ahz  ben  i^onpergeitgrabiuS  oo.  ^lonoergiert  fie  nur  für  x=0, 
fo  fagt  man,  iljr  Äonnergengrabiuä  fei  0. 
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3tüette§  tapitet 

§  23.   ^tx  i\\pxt\\}tni\noimt 

y  =  f(x)  fei  eine  ^unftion,  bie  für  alle  Sßerte  eines  geraiffen 
^nteroalI§  (a,  h)  befiniert  ift.  Sie  rctrb  geometrif^  burrf)  einen 
^uroenbogen  bargeftetit  (gig.  9)*). 

2Bir  lüoCen  einen  2Bert  x  in  {a,  b)  in§  2tuge  f äffen;  ifjni 
entfpridjt  ber  ^unftionsraert  fix),  urteilen 
mir  bcni  x  einen  pofitioen  ober  negatiuen**) 
Quroad)^  /ix  =  //,  er^e^en  roir  mit  anberen 
SBorlen  x  burd^  x  +  h,  fo  erf)a(ten  rair  ftatt 
f{x)  ben  ^nnftionäroert  /"(a-  +  /<);  bie 
gunftion  y  befommt  alfo  ben  3i'"^ö*i^^ 
/jy  =  f{x  +  /')  —  f{x).  2;iüibieren  roir 
i{)n  burd(i  ben  3"n3ad^§  /l  x  =  h  ber  un= 
Qbt)ängigen  2?eränberlicE)en,  bem  er  ent= 
fpric^t,  fo  entftel)t 

jy  ^  /•(a;-t-/t)-/-(a;)  _ 

liefen  2tuebrnc!  nennt  man  einen  2)ifferenjenquotienten. 

@r  l)at  eine  einfädle  geometrifdje  Sebeutung.    P  unb  Q  feien 

bie  ben  SSerten  x  unb  a;-)-/'  entfpredienben  Auroenpunfte.     S^ie 

©erabe  FQ  bilbe    mit  ber  pofitinen    9iid)tung    ber  Ä'^2ldjfe  ben 

'"' ).    2)ann  ift 

f{x-\-h)  —  f{x) 
tg  ^  = ^ 


22infe(  f/*** 


®er  ©ifferenjenquotient  ift  atfo   gleid)    ber  S^id^^ 
tung§fonftanten  ber  ©elante  PQ. 


*)  SBtr  beulen  ein  rec^tlpinfligeg  Sldlienpoar. 
**)  x-\-'h  barf  nid)t  au^erfialb  («,  &)  Hegen.    SBir  muffen  bafjer, 
ircnn  a:=a  ift,  li  auf  pofititie,  tt)enn  x^h  ift,  auf  uegatiüe  SBeite  be= 
f(^ränfen. 

***;  2^te  85ebeutung  biejer  3(usfage  ift  folgenbc:  5:ie  X'Mi)\z  mufe 
fid),  um  mit  PQ  parallel  ju  werben,  jo  um  0  bre^^en,  'i>o.'^  ber  ^ßunft^ 
(Dgl.  i^ig  4)  ben  56ogen  qp  äurüdlegt  (ügl  <£.  8).  qp  ift  nur  bi§  ouf 
SSielfa^e  öon  n  beftimmt,  tg  qp  ^at  aber  einen  ganj  beftimmten  SBert, 
njeil  tg  (qp -f  TT)  =  tg  g:  ift.  tgqp  nennt  man  bie  9?id)tung§!onftante 
ber  föerabeit  PQ. 
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5Ran  ia\m  ben  2)iffcrcn5enquotienten  nod^  auf  eine  anbere 
3ßeife  beuten.  3Btr  lüoüen  x  a[§  bie  oon  einem  beftimmten  3ln= 
fang  geredjnete  .3eit  betrad^ten  unb  ung  bann  einen  '^unft  benfen, 
ber  fid;  fo  auf  ber  ^t^^Icnlinic  bemegt,  ba^  er  §iir  3cit  ^  immer 
mit  bem  33ilbpunft  ber  3"^l  /'(•')/  ober,  fur^  gefagt,  bem  ^unft  f{x) 
jufammenfällt.  23ä^renb  beä  3eitinteroa[Iä  {x,  x  +  h)  ift  er  oon 
f  {x)  naö)  f(x-{-Ji)  gelangt,  .^ätte  er  fid)  roätjrenb  biefer  3^*^ 
gleichförmig  beraegt,  fo  märe  baju  bie  ©efdjminbigfeit  (2Beg*) 
burd)  3eit) 

h 

nötig  geraefen.  ^iefe  ©efdjroinbigfeit  nennt  man  bie  mittlere 
©efd}aiinbigfeit  beö  ^^unfteS  roä^renb  be§  3eitinterpaII§  (x, 
x-i-Ji).    (5ie  ift,  mie  man  fief)t,  gleii^  bem  ^»ifferenjenquotienten. 

§  2L   Wit  :Xlikitunö  unJi  Ufl$  Slifterfiüirtl. 

9Bir  moHen  //  nad^  9?utt  fonoergieren  (b.  F).  irgenb  eine**) 
?5^oIge  Ji^,  /?2,  /'s,  .  .  .  mit  ber  (Sigenfd^aft  lim  h^  -=  0  burd) laufen) 
laffen.  ßg  fann  fein,  bafj  babei  ber  2)ifferen3enquotient  immer  einem 
unb  bemfelben  ©renjmert  Ä  guftrebt,  ba|  man  alfo  immer 

«=00  ^« 

()ot,  menn  lim  7/^^  =  0  ift.  ^n  biefem  ?5^aIIe  fagt  man,  ba^  f{x) 
an  ber  Stelle  x  eine  3(b lei tu ng  befi^t  unb  ba^  biefe  2(bleitung 
gleid;  Ä  ift. 

S)ie  2tblcitung  ift  ^iernad;,  falls  fie  ejiftiert,  gleidö 

bem  ©renjrocrt  beö  ©ifferenjenquotienten     -^^j. — 

für  nad;  ^i\U  fonoergierenbeg  h. 

Wlan  bejeic^net  bie  ':HbIeitung,  imt  i^re  33esiel)ung  gu  f{x) 
unb  X  I)err)ortreten  gu  laffen,  mit  /'  (x).    @§  ift  alfo 

/'(:.)= lim  ^-^^+-^^/:(^.***) 

A=  0  "' 


*)  ®er  SBcg  tüirb  ttjte  eine  Strede  gemeffen  (ogl.  S.  3),  ebenfo 
bie  3eit- 

**)  2Bir  net)men  an,  bafj  fein  hn  gleid)  9ZuE  ift. 
***)  h  =  0  unter  bem  3eid)f"  liiu  beutet  an,  ba§  h  nad)  SiuII  ton= 
öergieren  jofl.    ^aü§  x  =  a,  mufs  h  pofttiö ,  \aü^  x  =  b,  mu^  /»  ne» 
gatiü  fein. 
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@ine  notroenbige  SBebingung  für  bie  ©Eiftenj  ber  2(Heitung  an 
bei-  ©teile  x  \\i  bie  ©tetigfeit  x>m  f{r)  an  biefer  ©teile,  ^n 
ber  %at  l)at  man,  roenn  f'  (x)  ejiftiert, 

/  (x-L//)  — f  (,r)  =// j^ , 

al[o 

lim  [f(^r-\-h)-tXx)  }  =  lim  A  ■  lim  ^-^""^-^-^^ 

=  0-f(x)  =  0. 

2)iefe  $8ebingung  tft  aber  feineöiyegS  l)inreid;enb.  Se= 
trad^tet  man  3.  33.  bie  ^^-unftion 

f{x)  =  xsm  —  ,*) 

fo  ift  lim /■(//)  =  /'(0)  =  0;  fie  ijt  alfo  an  ber  ©teile  x==0  ftetig. 
dagegen  t)at 

2         12 

feinen  ©renjraert.     Sä^t  man  nämlid)  h  bie  g^olge  -    '  Y  ^  ' 

12  1      .     -, 

„  ^  /  •  •  •  buvrf;laufen,  fo  bnrdjläuft   sin  -^   bie  golge  1,  0, 

—  1,  0, .  .  . ,  bie  nid;t  lonoergent  ift. 

Sbenfo  roie  ber  ©ifferenjenquotient  l)at  and;  bie  9l6leitung 
eine  einfad;e  geometrifd;e  33ebeutung.  2äf5t  man  h  nad)  9iull  !on= 
uer gieren,  fo  fonoergiert  ber  ^unf't  Q  nad)  ber  2age  P  (b.  l).  jebe 
ber  Äoorbinaten  oon  Q  nad)  ber  entfpred;enben  üon  P).  3)ie  @e= 
rabe  PQ  brel;t  fid^  um  ben  feften  ^unft  P  fo,  ba^  il;re  9^id^tungg= 
fonftante  bem  ©renjmert  f  (x)  5uftre6t.  Wm\  fagt,  ba|  il)re  ©renj^ 
läge  biejenige  ©erabe  burd;  P  ift,  beren  3ü(^tung§fonftante  ben 
SBert  f'{x)  i)at.  2)iefe  ©erabc  nennt  man  bie  2:; an gente  ber 
i?uroe  im  t^unfte  P.  &Ue  ber  S)ifferen5enquotient  gleid;  ber  ?iiid)-- 
tungölonftanten  einer  ©efante  mar,  fo  ift  bie  Slblettung  gleid; 
ber  9U(^tung§fonftanten  ber  2;angente. 

2Benn  mir  x  alg  bie  ^^^it  betradjteten  imb  /'(a')  olö  bie  3lb= 
fjiffe  eines  auf  ber  3i^fj^ßii'tinie  fi<i)  bemegcnben  ''^Umfteö,  fo  mar 
ber  Sifferenjenquotient  gleid;  ber  mittleren  ©efdjminbigfeit  mäljrenb 
beä  3ßitintßi^ü«tt§  (.r,  x  +  /?). 

*)  ^üx  x=0  i[t  birfe  Formel  finnlO'o.  3Bir  fetcn  aOev  feft, 
baf3  /■(0)=0  fein  foH. 
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Sßenn  biefe  bei  naä)  9?ult  fonoergierenbem  h  einem  ©ren5= 
roert  juftrebt,  fo  pflegt  man  i^n  al§  bie  ©efd^roinbigfeit  be§  $unfte§ 
jur  3eit  ^  3U  bejeic^nen.  2)ie  Stbleitung  f'{x)  erfc^eint  f)ier 
alfo  als  eine  @efd)roinbigfeit. 

2)ag  ^Differential  üon  f{x)  ift  ba§  ^robuft  au§  ber  2tb= 
leitung  /'(a)  unb  ber  ©rö^e  h  (bem  3ii"5ö<i)§  ^^on  a;).  'ÜJian  be= 
jeic^net  e§  mit  f7/'(a:').    @§  ift  alfo 

dfU)  =  r'{.,)h. 

2öenn  man  bie  SSilbfuroe  oon  f{x)  burd^  i^re  Stangenle  im 
fünfte  P  erfe^t,  fo  ift  ber  3iin5flc^§/  ^cn  bie  ?^unftion  beim  Über= 
gange  von  x  ^n  x  -{-  h  erfäi)rt,  nirf^t  meE)r  /"(.r  +  //)  —  /'("t), 
fonbern  f'{x)h  ober  (^fCa-).  ^n  ^ig.  9  ift  (1f(x)  =  BT, 
f{x-^h)-f(x)^RQ. 

33enu§en  rair  bie  anbere  Deutung  (x  bie  Seit  unb  f{x)  bie 
3Xbf5iffe  eineä  auf  ber  3flf)'^enlinie  fid;  beraegenben  '^'unftes),  fo  ift 
foIgenbeS  gu  fagen:  2Benn  ber  ^unft  bie  ©efd^roinbigfeit  f'{x),  bie 
er  gur  ß^i*  ^  1«^/  iwtner  f)ätte,  fo  mürbe  er  in  bem  ^eitintertiatt 
(x,  X  +  h)  bie  Strecfe  f'{x)h  befd^reiben,  nid^t  mei^r  bie  Strecfe 

f{x  -f-  /')  -  fix). 

2)em  Segviff  beä  Differentials,  ber  oon  Seibnij  ^errü^rt, 
liegt,  roie  mir  fe^en,  ber  ©ebanfe  gu  ©runbe,  eine  ^urue  in  ber  Um= 
gebung  eineö  ^^unfteä  burd;  eine  ©erabe  ober  eine  beliebige  33e= 
toegung  in  ber  Umgebung  eines  ^eitpunfteS  burd;  eine  glcid;förmige 
ju  erfe^en. 

S)ie  SIbleitung  ber  ^unftion  x  ift  gteid^  1,  meil  fd^on  ber 

2)ifferenjenquotient  ,^ =  1  ift.  ^i^fotgebeffen  gilt  für  ba§ 

2)ifferential  üon  x  bie  ^^ormel 

dx  =  h. 

I)a§  2)ifferential  oon  x  ift  alfo  h  felbft.  3Bir  fönnen  bat)er  in 
ber  ^ormel  df(x)  =  f'{x)h  für  h  baä  Differential  dx  einfe^en 
unb  erljalten  bann 

df{x)  =  f{x)dx. 

J^ierauä  ergibt  fid^ 

Die  3(bleitung  ift  alfo  ein  Quotient  smeicr  (^u  bemfelben  // 
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gel^öriger)  Differentiale,  ein  'Differentiatquotient.  5}kn  fagt 
beöf)al()  ftatt  „2(bteitung  von  f{x)"  a.\\6)  „2)ifferentialquottent 
üon  f{x)". 

35ie  Sererfjnung  be§  2)ifferential§  ober  aud^  be§  2)ifferential- 
quotienten  einer  ^unftion  nennt  man  Differentiation  (Differen= 
gieren). 

§  25.  üiffrfnttatbn  mn  Summe,  mtx  Dtfereuj,  tms 
Praliukti's  unli  nm^  Quottfitttu  »on  \mtx  4^unktionfn, 

Söir  neljmen  an,  ba^  bie  ^-unftionen  f{x)  unb  r/(j)  on  ber 
Stelle  X  2(6Ieitungen  f'{x),  g(x)  befi^en*). 

1.  SBenn  F{x)  =  fix)  +  g(x)  \\i,  fo  f)at  man 

F{x^h)-F{x)  ^f{x  +  h)-f{x)       g(x-\-h)-g{x) 
h  h  '^  h  ' 

Die  redete  Seite  ^at  6ei  nad^  DZuff  fonoergierenbem  h  ben  ©renj^ 
toert  f'(x)  +  .r/(a;),  foIglicE)  e^iftiert  F'{x),  unb  eg  ift 

i<"(x)  =  /"(.0+//'(^) 
ober  furj 

Die  3lbteitung  einer  Summe  ift  gleid;  ber  Summe 
ber  Slbleitungen. 

Der  Sa§  gilt  für  eine  beliebige  enblid;e  Stnja^l  uon 
Summanben. 

2.  ©enau  ebenfo  beroeift  man,  ba^ 

{f~-9)'  =  f'  -9 
ift. 

Die  2tbleitung  einer  Differenj  iit  g(ei(^  ber  Diffe= 
renj  ber  Stbteitungen. 

3.  3e|t  fei 

F{x)  ==  f{x)  ■  <j{x). 
Dann  roirb 

F{x-{-h)-F{x)  _  f{x  +  h)g{x-^rh)-f{x)g{x) 
h  h 


*)  X  ift  ein  SBert  in  einem  ^nterüaH  (a,  b),  in  njeld)em  f{x)  unb 
g(x)  befiniert  finb. 
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2)ie  redete  ©ehe  ^t*)  bei  naä)  9^utt  fonoergierenbem  li  ben 
©rengiüert  f{x)g'{x)  +  g(x)f{x).  Sllfo  eyiftiert  F'ijj),  imb 
man  l^at 

F'{x)  =  f{x)g'(x)i-g{x)f'{x) 
ober  furj 

(/'.'/)'  =  /"/  +  ff  f. 

äöenn  ^(;r)  eine  ^onftante  c  ift,  fo  unvb  /(*')  =  0  (iceil 
fd;on  ber  Sifferen^enquotient  oerfc^rainbet).    Sann  finben  rair 

(er)'  =  ^r, 

eine  ^^ormel,  bie  auä)  bireft  leidet  beraeisbar  ift. 

%üv  ein  ^robuft  üon  3  ^-unftionen  I)at  man  junäd^ft 

Um  ein  ^robuft  von  m  ^-aftoren  ju  bifferen^icren, 
mnltipli,^iert  man  bie  Slbleitunß  jebe§  3^a!tov5  mit  alten 
anbern  ^-aftoren  unb  abbiert  biefe  m  ^^robufte. 

f(x) 
4.  SBenn  F(x)  =  ^^  unb  g{x)  an  ber  ©teile  x  uncjleid^ 

Taü\  ift**)/  fo  lüirb 

F{x^h)-F{x)  _  1  /fix  +  7i)  _  f{x)\ 

h  h  \g{x  -\-  h)        g{x)i 

_  f(x-\-h)g{x)-y{x^h\f{x) 

hg{x)g{x-irh) 

fix  +  h)  —  fix)    .  .        9  (a;  +  70  -  fir  (x)  ..  . 
~ — —j^ —-  9{x)  —  ^ — !— ^ ^-^  fix) 


gix)gix-\-h) 
S)ie  redjte  ©eite  ^t  bei  nad;  ^^lutt  fonüergierenbem  //  ben 
©rensmert^^-^^^'^^^-^^^^^-^^- 

"  g  (x)  g  ix) 


*_)  SOJan  bebenfe,  'Qa'f^  lim  fix -{- h)  =  fix)  ift,  tneil  fiX'  luegen 
ber  (Spftens  bon  f''Gi:;^  an  ber  ©tcfle  x  ftetig  ift. 

**)  ®§  läfit  ftd)  um  ;r  ein  3"teriinII  [x  —  s,  x-\-s)  fonftniicrcn, 
in  njeld)em  gix)  nirgenbä  uerjdjwinbet.    2Bärc  baä  nid^t  niöglid),   jo 

gäbe  e§  in  jebem  ^ntcrüoH  Ix x  -\-     J  eine  ©tcHc  .t;^,  fo  'ba'^ 

</(«  ^  =  0  ift.  Offenbar  märe  bann  lim  x^^  =  x,  al\o  megen  ber  Stetig^ 
U\t  \img(jc^^  =  g(x),  i.  i).  0=^g{x),  \m?-  iiidit  sutrifft.  Sir  bc- 
jcl)räii!en  h  auf  'i>a^:s  ^nterbaH  i,—  t,  t). 
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2lIfo  ejifttert  F'{x),  unb  man  (jat 

-p'  /^N  _  g(x)f'{x)—f{x)g{x) 
^  ^  9\x) 

ober  furj 

/  A'_  gf'-fg 
\9)~       g' 

35orau§gefe^t  ift  l^terbei  g(x)  ^  0. 

9}tuUipIi5iert  man  bie  obigen  ^-ormeln  für 

(/•+^)',     if-fffr     (ff/)'     unb     (0' 
mit  dx,  'io  nel^men  fie  folgenbe  ©eftalt  an 

1.  (Kf  +  g)  =  dfi-dff, 

2.  d{f-g)  =  df-dg, 

3.  d{fg)  =  fdg  +  gdf,  d{cf)  =  et?/; 

\9/  g' 

§  26.  Hifcr^nttöttiJU  ii^r  rattoufllftt  ^runktiöufn. 

SBir  ^ben  f(^on  oben  bemerft,  mie  ein  ^robuft  non  i;*  %ah 
toren  bifferenjiert  rotrb.  'Dian  multipliziert  bie  31bleitung  jebe§ 
gaftorö  mit  allen  anbern  ^-aftoren  unb  abbiert  biefe  m  ^robufte. 

©inb  atte  m  g^af toren  gleid^  f(x),  fo  finbet  man  bie  ?5^ormeI 

(^f^y  =  mf"'-^f' 

ober  (mit  dx  multipliziert) 

d(f'^)  ^mf^-^df. 

^m  §atte  f  =  x  lautet  biefe  ^ormel 

d(x"')  =  mx'^-'^dx.        (m=l,  2,  3,...) 

2Bir  finb  je^t  imftanbe  eine  ganje  rationale  ^unftion 

G(x)  =  a^x"'  +  a^x'^-i  -\ \-  a^_^x  +  a„^ 

gu  bifferenjieren.  ©aju  braurf;en  mir  un§  nur  ju  erinnern,  ba^ 
bag  2)ifferential  einer  ©umme  mit  irgenb  einer  enblicl)en  2(n5al)l 
non  Summanben  gleid;  ber  Summe  ber  2)ifferentiale  biefer  ©um- 
manben  ift,  ferner,  ba^  d{cf)  =  cdf,  roenn  c  eine  ^onftante  be= 
beutet,  unb  jugleic^,  ba§  ba§  2)ifferential  einer  ^onftanten  9iull  ift 

3l9lu®  197:  ÄoiualeiüsH,  Snfimteftmalre^nung.  4 
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5Dann  finben  roir 

dG{x)  =  (maoa;"'-^+  {m  —  l)a^x"'-^  -\ h  «;„_i)^a;, 

ober,  roenn  loir  bie  2t6Ieitung  E)aben  roollen, 

a\x)  =  waoa;"»-^  +  (m  —  l)a^x'"-^  -\ +  ««-i- 

Setrad^ten  roir  je^t  bie  rationale  ^unftion  G  (x) :  H{x),  toobei 

fein  möge,    ^a^  ber  3fiegel  4  be§  oorigen  Paragraphen  ift  bann, 
nmn  H{x)  ^  0 , 

\m)  ^  G' 

ober 

_,  ,G\       HdG  —  GdH 

^  \h) G^ . 

dG  unb  dH  roiffen  roir  aber  ju  beredinen.    SBir  fönnen  fomit  jebe        i 
rationale  ?5^unftion  bifferengieren. 

33cif^icle.    1.  2)ie  Slbleitung  oon  ■»"'"  =  —  (^»^  eine   po= 

x'" 

fitioe  ganje  Bö^O  lautet  —  mx~^'^  +  '^\  roenn  o-  ^  0  ift. 
2.  ^ie  Slbteitung  oon  y  =  ^^7]^  "^i^^^' 

,  _  {ex  +  <i) (aaJ  +  b)'  —  {ax  -j-  b){cx  +  <^' 

ober 

,       {cx-{-d)a  —  {ax -\- b)c 

ober  enbUd^ 

,         ad  —  bc 

y   ^  (cx  +  rfp' 

SSorauägefe^t  ift  babei  ex  -{-  d^  0. 

§  27-  itferfiitiattön  mn  a'*). 

2öenn  y  =  d'  ift,  fo  ^at  man 

-iju        a        —  a  _a  —  1 

Jx  h  h 


*)  a  ift  eine  pofitioe  ^^a^ 
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/( j 

S^iun  §at,  lüie  roir  roifjen  — r —  ben  ©rengiüert  log  a  (natürlid^er 

Sogarit^muä  oon  a),  alfo  i[t 

(a^y  =  a-^  log  a . 
^nöBcfonbere  ift 

^ie  Sjponentialfunftion  e-^  f)at  alfo  bie  (Sigenfcl^aft  gleid)   i^rer 
eigenen  2(SIettung  ju  fein. 

§  28.  itferettttött0n  iwm  log  x. 
SBenn  :^  =  logx*),  fo  roirb 

^  _  log  (j;  -f  Ä)  —  log  a;  _    ^^  \    ~^  x)     1 
^a;  h  h  '  x 

X 

2öir  fe^en  -  =  /?.    2)ann  ift 


.  ,  !       ' 


-\  A 


logj(l+/,) 
2)a  Ä  gleid^seitig  mit  h  nad^  0  fonoergiert,  fo  \)ai  man  (og(.  <S.  26) 


lim  1(1  +/0    )  = 
Stlfo  ift  (roegen  ber  ©tetigfeit  oon  log^,  bie  mir  auf  ®,  28 
bcroiefen  ^aben)  ber  ©renjroert  ber  redeten  (Seite  -•     Sßir  \^aht\\ 
bemnad^ 

(loga;)'=  ^ 

"log  X  unterfd^eibet  fid^  oon  log  x  nur  um  einen  fonftanten  ^aftor. 
®a  nämlid^ 

fo  ift 

"  log  X  ■  log  a  =  log  X , 


*)  X  ift  pofitio  unb  /j  feinem  33etrage  nad)  fleiner  at^  x.    ®er 
fiogarttfjmug  ift  ber  natürUcf)e  {SQa\\i  glei^  e). 

4* 
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alfo 

"locr  X=  -, •  log  X  . 

°  log«         ° 

Gö  roirb  baf)er 

(«loga;)'=  V--- 

Sie  3a^I  Y^r^  ^^'^^fe^  ^^^"  ^Jiobut  be§  Sogaritt)menhjftcm§ 
mit  ber  Sajtg  a.  W\i  biefem  9)lobul  mu^  man  bie  natürlichen 
2ogaritf)men  multiplizieren,  um  bie  gur  Safi§  a  gehörigen  gu  er= 
I)alten. 

§  29.   Dtferenttatiüii  Iier  trrsonometnfdjfn  4Funkti0Ufn. 

gjtan  ^at 

sin  {x  +  /^)  =  sin  ä;  cos  /^  +  cos  a;  sin  /? , 

alfo 

siu(x  +  Ä)  —  sina;                 sin/;    ,     .        cos//  —  1 
^ — -^ =  cos  X  — , Y  sin  X  j • 

3lm  ift 

(cos  ?i  —  1)  (cos  /;  -f  1)  =  cos-  //  —  1  =  —  s'in^li , 
mitf)in : 

sin  (x-\-h)  —  sin  x  sin  h        .       sin  7t         sin  h 

—  cosi— ^ sina- 


®a 

sin/(       ^1.  sin  7t  ^ 

i[t,fü  folgt 

(sin  x)'  =  cos  a; . 

Sei  cosÄ-  fommt  man  in  äfinlid^er  3Beife  gum  S^üq-     @§  ift 

cos  {x  +  //)  =  cos  X  cos  /t  —  sin  x  sin  // , 
alfo 


cos  (a;  +  7t) — cosa;  .        sin  7t    ,  cos  7t  —  1 

^ — '-^ =  —  sm  a;  — ,-    +  cos  x r — 

h  h      ^  h 


ober 


cos  (x  4- h)  —  cosa;              .        sin  7i                   sin  7i  sin  7t 

^ — —i =  —  sm  a;  —r-  —  cos  x  —,  -—, r  , 

h                                     h                        h  14- cos/»' 

folglid; 

(cos  X)'  =  —  sin  a; . 
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'3)ic  gefunbeueu  ^^ormeln  luficn  jid)  and)  \o  icljvcibeu: 
(sin x)'  =  sin  ix  +  [^  ) , 

(cosa-)'=cos  {j:-{-  -^-j  ■ 
Um  tg  X  511  btffcrenjieren,  fonn  man  baüon  auögcljen,  baf; 


sma; 
'^  cosa; 


ift*).    'J(uf  biefe  äßei^c  fiiibct  man 


/,        ,,       co3a;(sina;)' — sinj;(cosa;)' 
(tga;)  = ^ — 2 

cos^.r  +  sin^a;  1  ^    ,    ,    9 

=  -;:;.T^  =  1  +  tg-  ^- . 


(S§  ift  all'o 

(tg  x)'  = ^5—  =  1  -f-  tg^  iC  . 

^  ^     ^         cos*  X'  '=' 

St^nlid^  ge{)t  es  ki  cot  x.    2)a 

,         cos  X 

cot  a;  =  -i 

sina? 

ift**),  fo  f)at  man 

M^ ,        sin  X  (cos  x)'  —  cos  x  (sin  x)' 
x)  = ^ V-^ ^ 
'                          sm-a; 

sin*a;4-co3^a;  1  ,^,        ,9    x 

= ^-^2 =  —  ^-T  -  =  —  (1  +  cot-^ic)  . 

sm"'  X  sin-  X  ~  ' 

2)er  Sefer  berechne  bte  St6Icitima  oon imb  uon  ^— • 

'  ^  ^  cos  X  sm  a; 

§  30.    %n  4;l1tttpltüertfaij. 

§ilf§fo^.  2Öenu  /"(a)  >  0  unb  f(h)<n  ift  unb  /"(ic) 
lueber  bei  et  noc^  hei  b  nodj  auc§  gmif^en  a  unb  &  eine 
Unftetigfeit  au froc ift '••**),  f 0  gibt  eö  gmifc^en  a  unb  &  ein  c 
berart,  baf5  /■(c)  =  0  ift. 

*)  (£g  borf  nid)t  cos  a;  =  0  fein. 
**)  @§  barf  nic^t  sina;  =  0  fein. 

***)  SSir  »erlangen   genau  gejagt   folgenbe^:     SBenn  a^Xu^b 
unb  lim.T«  =  a.'  ift,  \o  \oU  immer  limf{x^)  =  f(x)  fein. 
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Die^men  wir  an,  ba^  f  {x)  jroifd^en  a  unb  &  nirgcnbä  t)er= 

fd^roinbet  (alfo  ba§  ©egenteil  be§  33ef)aupteten).  2)ann  ift  /"  (— ^) 

entroeber  pofitio  ober  negatio.     ^m  erften  ^alle  fönnen  bie  SSerte 

fl^  =  ~~- ,  \  =b,  im  j^raeiten  ^otte  bie  2Berte  a^  =  a  ,\  =  —^^ 

bie  Slotten  oon  a  unb  6  übemel^men;  benn  e§  ift  /■(ai)>0  unb 
f  (^i)  <^  ^-  ^"^^  %  "'^^  ^1  Getangen  roir  in  genau  berfe(6en  Sßeife 
gu  jroei  neuen  -Berten  r/g  unb  \,  fo  ba|  /"  (ag)  >  0  unb  f  {h^  <  0 
ift,  ufro.  2Bir  gerainnen  auf  biefe  2Beife  in  bem  enbli^en  ^nter^ 
nail  (a,  &)  graei  monotone  ?5oIgen.  ^ebe  con  if)nen  ift,  raie  mir 
roiffen  (ogl.  ©.  21),  fonoergent  unb  beibe  F)aben  benfelben  @reng= 

raert  c,  raeil  &„  —  «„  =  (-g  )  (l—  a),  foIgIid§  lim  {h^  —  a^  = 
0  ift. 

^a  ittegen  ber  ©tetigfeit  oon  f  (x) 

lim/-(aj  =  /-(c) 

ift  unb  alle  f{aj  pofitio  finb,  fo  fann  f  (c)  nic^t  negatio  fein. 
f  {c)  fann  aber  aud)  nicf)t  pofitio  fein,  raeil 

lim /•(&„)  =  /((;) 

ift  unb  alle  f  (fcj  negatio  finb.  Gg  mu^  bal)er  /"  (c)  =  0  fein, 
unb  ba§  roiberf prid)t  ber  gu  2(nfang  gemad^ten  2tnna]^me,  ba^  /"  (x) 
^roifc^en  a  unb  i  nirgenbö  nuH  ift. 

f^olgcruitfl.  SBcnn  f  (a)  =A,f{h)  =  B  (^  ^),  C  eine 
3a!E)I  groifd)en  J.  unb  B  ift  unb  /"(a;)  raeber  bei  a  nod^  bei  h 
nod;  aud;  graifdjen  a  unb  h  eine  Ünftetigfeit  aufraeift,  fo 
gibt  e§  graif djen  a  unb  h  ein  c  berart,  ba^  f  (c)=  C  ift. 

3Bir  bilben,  um  biefe  ^yolgerung  ju  beraeifen,  <p  (x)  =  -t^_j^- 

"iDann  ift  ff  (x)  ebenfo  raie  /"  (x^  ftctig,  unb  au^erbem  ift 
ff  (a)> 0 ,  (f  (b)  <0 .  3lIfo  gibt  e§  nad;  bem  ^t^ilföfa^  graifdiena 
unb  h  ein  c  berart,  ba^  ff  (c)  =  0  ift.    2)a§  ^ei^t  aber  /"  (c)  =  C. 

S^eorcin  Don  9iottc.  /'(o')  fei  raeber  bei  a  nod^  ?>  un  = 
ftctig*)  unb  l)abe  graifd^en  a  unb  b  überall  eine  91blcitung; 


*)  aSir  Ocriangen  genau  gcfagtfoIgenbeS:  SBenn  a^x^^^h  unb 
lim  a;^,  =  a  ober  lim  a;^^  =  b  ift,  fo  füll  immer  \\mf{x^)  —  f{a)  begn).  lim 
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ferner  fei  f(a)  =  f(l).  ®onn  gibt  e§  groifd^en  a  unb  b 
ein  ^  berart,  ba^  r(^)  =  0  tft. 

3unädjft  bcmcrfen  trir,  ba^  f  (x)  auc^  graifd^en  a  unb  6  ü6er= 
qI(  ftetig  ift.  2)a5  folgt  aus  ber  Gjiftenj  ber  2(6Ieitung.  f{x)  ^at 
alfo  rceber  bei  a  wo^  bei  b  nod;  aud^  grcifc^en  «  unb  b  eine  lln= 

ftetigfeit.    2öir  motten  — "^    =  fc  fe^en  unb  bie  gunftion 

cp(x)=^fix  +  l)-f(x) 

betrad^ten.  x  befc^ränfen  rcir  je^t  auf  ba§  ^nteroatt  (a,  a-{-2  Ic) 
Offenbar  f)at  bann  cp  (x)  roeber  bei  a  nod)  bei  a  -\-2k  noi^  auc^ 
jraifd^en  a  unb  a  +  2  Ä-  eine  Unftetigfeit. 

!Run  ift 
(f  (a)  +  f/  (a  +  ^)  +  9?  (a  +  2Ä-)  =f(a-\-  Ä-)  -/•(«)  +  /"(«  +  21c) 

-f(a  +  ]c)  +  f(b)  —  f(a-^2Jc)  =  f(b)-f(a)  =  0, 
unb  e§  befte^en  folgenbe  SWöglic^feiten 

1.  (f  {a)=(f{a-\-Jc)  =  (p{a-\-2k)  =  0, 

2.  (f  (a)  ,  (f  {a-\-  Ä)  ,  9?  («  ^-  2  fc)  nid^t  alle  gleid^  ^fiuH. 

^m  jroeiten  ^atte  gibt  e§,  roeit 

9)  (fl)  +  y  (a  +  Ä;)  +  9^  (a  -f  2Ä-)  =  0 

ift,  unter  ben  brei  ©rö^en  (f  (a) ,  cp  («  +  Z-)  ,(p{a-{-2k)  fidler 
eine  pofitice  unb  eine  negatiöe.  2)ann  ejiftiert  aber  auf  ©runb 
unfereg  ^ilfefa^eö  groifd^en  a  unb  a -|-  2  ä;  ein  c  berart,  ba^ 

y(c)  =  f(c  +  Ä)-/'(c)=0 
ift. 

2tud^  im  erften  ?^atte  ift  ein  fold^eö  c  t)orI)anben,  nämli(^  a  +  /•'• 
©e^en  mx  a^  =  c ,  b^  =  c  +  k ,  \o  ift 

ff  <  «1  <bi<b  unb  &i  —  «1  =  y  (&  —  «)/ 

unb  ba§  ^nteroatt  (a^,  b^)  Unn,  ha  fM  =  f{bi)  ift,  bie  9Me 
bes  ^nteroattö  (a,  b)  überne(}men.  2]on  (ctj,  bj  gelangen  roir 
burdf)  2Sieberf)oIung  ber  obigen  33etrad;tungen  ju  einem  Qnteroatt 
(ttg ,  feg)  berart,  ba^ 

«1  < «2  < ^2  <*i  ""^  &2  —  «2  =  3  (^1  ~  «1)  / 
femer  f  (a^)  =  f  (&g)  ift,  ufn). 
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2)ie  luiffteigenbe  'Jolge  a^,  a^,  a^,  .  .  .  unb  bic  abfteigenbe 
^otge  b^,  b^,  b^,  .  .  .  finb  f'oitoergent  unb  I^aben,  roeil 

lim(^„-^O  =  li"i(y)"(/'-«)  =  0, 
ben[elben  ©renjraert  ^,  unb  offenbar  ift 

©e|en  mir  alfo  a„  =  ^  +  /'„,  &„  =  5  +  /'„,  fo  ift  //„  <  0  unb 
/?„  >  0.    S)ie  3ö^Ier  ber  ©ifferenjenquotienten 

f{^  +  K)-m)       f(g  +  K)-m) 

finb  gleic^,  meil  f{a^  =  f{b^')  ift,  bie  9?enner  {)aben  aber  entgegen^ 
gefegte  ßeici^en.  S)ie  beiben  Ouotienten  finb  ballet  cntmeber  null 
ober  fie  Ijabcn  entgegengefe^te  3ei<^en.  DJiadjen  rair  nun  bie  5-eft= 
fe^ung,  ba^  ?/„  gleici^  bem  pofitioen  unb  t'„  gleirf)  bem  negativen 
Duotienten  fein  foll  unb  ba^,  roenn  beibe  uerfc^toinben,  aud)  ;^„  unb 
f„  gleirf)  9hiU  finb,  fo  werben  bie  3^oIgen 

%/  Mg/  %/  •  •  •       w"^       ^'1,  -^2/  "^'3/  •  •  • 
beibe  ben  ©renjrcert  /"'(§)  ^ben,  nieil  jene  Duotienten  beibe  nad; 
f\t,)  foncergieren.    @§  ift  alfo 

lim  ?f,^  =  /''(^)       unb       lim  r^,  =  /■'(^)  • 

2)a  M„  >  0  ift,  fo  fann  f'{^^)  nid)t  negatin  fein,  ba  «„  ^  0  ift,  fo 
fann  f'{i)  nid;t  pofitio  fein,    ^olglid)  ift  f'{X)  =  0. 

5Rad^  biefen  SSorbereitungen  finb  mir  imftanbe,  ben  fogenannten 
SRittelioertfa^  gu  beiueifen.    @r  lautet  fo: 

2Benn  fix)  roeber  bei  a  nod;  h^'x  b  unftetig  ift  unb 
jroifd^en  a  unb  b  überall  eine  Slbleitung  ^at,  fo  gibt  eö 
greiften  a  unb  b  einen  2Bert  'S,  berart,  baf? 

b  —  a  '   ^''■> 

Setrad^ten  mir  ftatt  f(x)  bie  ^^'un^ftion 

9'(^)  =  /'(^)  +  ^«^/ 
fo  lä^t  ftd^  bie  ^onftante  A  fo  beftimmen,  ba^  gj(a)  =  (p(b)  nnrb, 
2lu§ 

/•(a)  4-  Aa  =  f(b)  -\-  Xb 


S[)(ittorti)ertfa^. 


57 


ergibt  fid)  näiitlirf;  fofort 


h  — ■  a 


^^lad^bcin  X  m  bieder  Steife  beftimmt  ift,  fönnen  lütr  auf  q){x) 
bn§  SLfjeorem  non  9iolIc  amoenben;  q){j:)  erfüllt  nämlid;  atte  bort 
aufgeführten  33ebingungen:  (p{x)  ift  raeber  hti  a  noc^  bei  h  unftetig 
(uieil  bie§  uon  f{.r)  unb  Ix  gilt).  (p{x)  l)ai  ferner  jraifrfjen  a  unb  h 
überall  eine  Stbleitung,  nämlidj  f'(x)  +  X,  unb  e§  ift  enblid) 
cp{a)  =  (p(b).  ®as  SLijeorem  üon  StoUe  Ie{jrt  nun,  baf]  e§  graifd^en 
a  unb  6  ein  ^  gibt  berart,  ba^  T^'Q)  =  0/  «Ifo 

ift. 


©comctrijt^c  Sutcr|)rctntion  tti  SÖJitteltocrtjal^eS. 

®en!en  rair  un§  ben  Äurnenbogen,  bcr  bie  ^-unftion  f(x)  in 
bem  ^nternatt  («,  b)  barfteHt.  Ä  fei  ber  Sfnfanggpunft,  B  ber 
©nbpunft  bicfeä  ^ogenä.  2)ie  Se§ne  J-5(jat  bie  9ti(f)tunggfonftante*) 

/■'(^)  ift,  mic  tuir  n)iffen,  bie  Siidjtunggfonftante  ber  STangente 
unfereS  ^umenbogcnS  im  ^>unfte  x  =  '^,  ij  =  f(^).     2)er  3)iittel= 


gifl.  10. 


Stg-  11- 


it)ertfa|  fagt,  ba^  biefc  ^^angente  parallel  §ur  ©e§ne  ift.    ®r  fagt 
alfo,  ba^  eä  unter  ben  gemad^ten  33oraugfe^ungen  auf  bem  ^urt)en= 


*)  2)tc  3ttc^tunglfonftante  einer  ©erabeii  ift  (üc(I.  6.  43)  gleic^ 
tgqp,  menn  bie  (SJerobe  mit  ber  pofitiüen  3tt(^tung  ber  a;=2Irf)ie  ben 
3Bin!eI  qp  bilbet. 


58  n.  2)tffercnttalre(f)nung. 

bogen  groifd^en  Ä  unb  B  einen  ^unft  P  gibt,  in  rcelc^em  bie  3^an= 
gente  paraffet  ju  bcr  ®e^ne  AB  ift. 

9Benn  bie  S'^mltion  f(x)  burd^  folgenbe  geftfe^ungen  bcfi= 
niert  ift 

f{x)  =  0       für       a£x<h,  f(b)  =  1 , 

fo  Ijat  fie  jroifi^en  a  unb  6  überall  bie  2lbleitung  0.    S^agegen  ift 

^-^^^^^  =  ^„  •   ®a^  I)ier  ber  gKittelroertfo^  nic^t  gilt,  berutit 

auf  ber  an  ber  ©tette  rr  =  &  cor'^anbcnen  Unftetigfeit. 

%\0f.  11  geigt  un§  eine  ^unftion,  roelrfie  a\\6)  nid^t  ben  5RitteI= 

roertfa|  erfüllt,  unb  grcar  be§§alb,  roeil  an  ber  ©teile  x  =     T" 

feine  2(bleitung  cjiftiert. 

Slttbere  ©j|reibU)ei|c  bcr  i^örmcl  bc8  SWittelttcrtfo^cS. 

©el5t  man  a  =  x  unb  6  =  a;  +  /*  ober  &  =  a;  unb  a  =  a;  +  /?, 
fo  roirb  fid)  h,,  ba  e§  graifd^en  x  unb  a;  +  ä  liegt,  in  ber  %otm 
'^  =  X  -\-  %li  fdjreiben  laffen,  wobei  0  <  ■O'  <  1  ift.  2)ie  gormel 
be§  9JiitteIn)ertfa^e§  lautet  bann 

nx^h)^-m  ^f'(^x  +  &h).      (0  <  ^  <  1) . 

%aXi^  man  a  =  x  unb  &  =  ic  +  ^'  gefegt  l^at,  ift  //  pofitio;  fall§ 
man  h  =  x  unb  a=:a-\-h  gefegt  ^at,  ift  h  negatio.  2)ie  ^ormel 
gilt,  fobatb  f{x)  bei  x  unb  hei  x-i-h  ftetig  ift  unb  groif^en 
X  unb  a;4-^«  überall  eine  2tbleitung  ^at. 

ffx  -i-h) fix) 

©ie  le^t,  ba^  ber  ©ifferenjenquotient  l — 

gu  ben  äöerten  gel^ört,  bie  bie  3(bleitung  f'{x)  groifd^en  x 
unb  X  -\-  h  annimmt. 

2Iuä  bem  2RitteIn)crtfa|  ergibt  fid^,  ba^  eine  ^-unftion,  bie 
in  einem  ^nteroall  überall  bie  2lbleitung  9?ull  l)at,  ba  = 
felbft  eine  ^onft ante  ift.  ©inb  nämlid)  a  unb  h  irgenb  gmei 
2öerte  in  jenem  ^nteruaH,  fo  l)ai  man 

alfo  f{b)  =  f{a).  tiefes  ^Hefultat  ift  für  bie  ^ntegralred^nung  oon 
äBiclitigfeit. 
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§  31.   HfraUgemetncrung  lies  JHittdajjdfaijfö. 

^JJlan  !ann  ben  SRittelroertfa^  leidet  oerattgemeinern.  g(x)  fei 
eine  ^-unftion,  lüeld^e  ebenfo  roie  f{x)  roeber  bei  a  nod^  bei  b  un= 
[tetig  i[t  unb  jraifdjen  a  unb  b  überall  eine  31bleitung  ^at  @§  jei 
aber  nirgenbä^'(ic)  =  0.    3Sir  fönncn  bann  A  fo  raäfjlen,  ba^ 

(p(x)  =  f(x)  +  kg(x) 

bcr  SBebingung  g)(a)  =  q)(b)  genügt.    3(uö 

f(a)  +  Xg(a)  =  f(b)  +  kg{b) 

ergibt  fici^  nämlid;*) 

g{b)  —  g{a)       ^  ^ 

S)urd^  Slnrcenbung  be§  2^^eorem§  oon  9t olle  auf  vp{x)  ex 
l^atten  roir: 

alfo 

g{h)-g{a)       g' {^)  l«  <  ^  <  ^> 

©e^en  rair  a  =  x,  b  =  x-\-h,  ober  b  =  x,  a  =  x  +  /',  f o  !omnit : 
fix -^h)- fix)  _  /> -f  &h)  -sCo^Pstf^H::^" 

§  32.   Itffrfnttattüu  tmx  }vifiimmt\\^tft\^Un  /uitktton. 

F(;u)  fei  eine  ^unftion  non  u,  bie  für  «  ^  ?r  ^  /3  befintert 
ift;  f(x)  eine  ?yunftion  ron  x,  bie  für  a  ^  a:- ^  &  befiniert  ift; 
au^evbem  fei  f{x)  fo  befd^affen,  ba^  in  bem  ganjen  Qnteroatt  (a,  b) 

a  £  f{x)  £  ß 
ift.    <Se|en  loir  bann 

u  =  f{x),         y  =  F{ii), 

fo  gel^ört  gu  jebem  Sßert  x  in  {a,  b)  ein  SBert  t)on  u  in  («,  |3)  unb 
IM  biefem  ein  2Bert  üon  y.  @ö  entfprirf}t  alfo  burd^  3>ennittelung 
üon  u  jebem  2ßert  oon  x  ein  2Bert  üon  y,  fo  ba^  ?/  eine  ?5^un!tion 

*)  ®aB  ^(ö)  -  g(a)  ^  0  ift,  folgt  oua  f/(/>)  -  ry(a)  =  (fc  -  a)g'il\ 
»feil  i7'(l)^0. 
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üon  X  ift.    2Bie  y  üou  x  aHjängt,  baö  brüdt  bie  ^ormel 
y  =  Fi  fix)) 

au§.    ^mt  nennt  F(f(:r))  eine  sufamntenc^efet^tc  Tvunttion. 

33eiläu[ic;  nmdjen  luir  folgenbe  33emerfung: 

3Benn  f{x)  an  ber  ©teile  x  unb  F{u)  an  ber  Stelle 
u  =  f(x)  ftetig  ift,  fo  ift  auc^  F{f{x))  an  ber  ©teile  x  ftetig. 
^n  bei'  Xai  folgt  auä  lim  x,^  =  a;  immer  lim  u^^=  lim  /"(a;J  =  u  unb 

lim  F(A^„))  =  lim  F(i/„)  =  i^(«)  =  F{f{x)). 

2Bir  motten  je^t  uorauäfetjen,  ba^  /'(^)  in  («,  &)  überatt 
z\m  2lbleitung  f'(x)  \)ai,  ebenfo  F{ii)  in  («,  |3)  überatt  eine  2tb= 
leitung  F'  (n). 

X  fei  ein  fefter  unb  x  +  Jx  ir(-;cnb  ein  anbcrer  SBert  in  (a,  h). 
35etm  Übergange  tum  «  ju  x  -\-  Ax  erfiiljvt  n  =  /(j;)  ben  ^iiroad)^ 

^?f  =  f{x  +  z^.r)  — /'(a:) 

imb  y  =  i^(i'')  ben  .ßieyii^l^ 

Ay  =  F{n^  An)-F{n.). 

9Zac^  bcm  DJiittelmertfalj  ift  nun 

Jy  =  F'  [a  +  &Ati)Aa-^-),  (O  <  -O  <  l) 

folglid; 

_/,x  ^  -^  Ax 

Soffen  mir  ^a;  nad^  '^luÜ  foncergieren  (roobei  e§  aber  immer  ungleidj 
5Zutt  bleiben  mufj),  fo  mirb 

lim   -   =  f'(x) 

Ax  ^  ' 

unb 

lim  An  ==  lim       _z/a'  =  f' {x)  lim  z/o;  =  0**), 
alfo  aud; 

lim  d-Ati  =  0       unb       lim  (?f  +  d-Aii)  =  ».. 
^-ül)ren  mir  je^t  noc^  bie  33orauöfe^ung  ein,  ba^  -^'00  i" 


*)  ©tefc  S'ovmcl  c\iU  and),  wenn  Au  =  0  ift. 
**)  ^ics?  linifitcii  mir  \d)on,  iuci(  toir  frülicr  bcmicjen  halicii,  bafj 
au§  ber  ©i'iftcuj  üon  /"(x)  bie  ©tetigfeit  »ou  fix)  an  ticv  Stelle  .r  folgt. 
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(a,  ß)  ftetig  i[t,  fo  icirb 

\miF'(u  +  &Ju)  =  F\u) 
unb 

^i^il  =  F'{:u)f '{:£). 

S)a§  Differential  von  y  entfteljt  Ijieniuä  burd)  Multiplikation  mit 
dx.    3Sir  Ijaben  alfo 

dy  =  F'{u)f'{x)dx 
ober,  ba 

du  =  f"  (x)dx 

dy  =  F'  {ii)du 

3)a§  ^Differential  üon  2/  =  -F(m)  lüürbc  genau  fo  auö  = 
feigen,  raenn  m  felbft  bie  unabijängige  S>eränberlid;e  wäre. 
2)aä  ift  einer  ber  2?orteile  M^'  bas  S)ifferentia(  im  Ssergleid)  gur 
2(bleitung  bietet.  •,  %  i 

2Bir  [joden  beim  33ett)eife  ber  ^ormel  dy  =  F'{u)du  ange= 
nommen,  baf?  F'  (n)  ftetig  ift.  3Son  biefer  33orau5fe^img  fann 
man  bie  ^ormel  befreien.  Soffen  roir  z/ic  eine  norf)  9tutt  !oni)er= 
gierenbe  3öt}^^'"fo^l^ß  ^'v  h'  ^'3/  ■  •  •  {^^^  K  ii^glci^  9'^ult)  bur(^= 
laufen,  fo  burdjlöuft  z/m  bie  ^olge  \,  \,  Jc^,  .  .  . ,  raobei 

/.„  =  f(-  +  /0-f(-)  =  /J^^£^=^, 

alfo  lim  k„  =  0  ift. 

®g  fönnen  nun  folgenbe  ^ölle  eintreten. 

1.  ^n  ber  ^olge  \,  l^,  Z-g,  .  .  .  gibt  e§  nur  eine  enblidje 
Slnjalil  nid^t  uerfdjrainbenber  ©lieber. 

2.  ^n  ber  ?5^olge  \,\,1:^.  .  .  .  gibt  e§  unenblid;  üiele 
ntd^tüerfc^ratnbenbe  ©lieber. 

2)0  im  erften  golle  „foft  alle''  k,^  gleid;  9lull  finb,  fo  gilt 
baffelbe  non  ben  Quotienten 

f{x-\-hn)  —  f{x)         F(U-\-kn)—F{u) 
hn  '  hn 

@g  ift  olfo  fid)er 


unb 


^.^F(.-f^)-FM^o  =  j^'OOrO)- 
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^m  3 ro eilen  Statte  möge  burd^  UnterbrücEung  bev  üer[d^n)in= 
benben  ©lieber  au§  l\,  J:^,  Jc^,  .  .  .  bie  ^^olge  z^,  x^,  z^,  .  .  .  ent= 
ftefien,  unb  6^,  d^,  d^,  .  .  .  feien  bie  entfpred^enben  ©lieber  in  h^, 
\,  h^, .  .  .    3)ann  ift 

F{u-{-Kn)—Fiu)   ^    F{u-{-Xn)  —  Fiu)    ^    Kn 

Fiu-}-yin)  —  F{u)        f{x-\-8n)—f{x) 


al[o  raegen  lim  d„  =  0 ,  lim  /„  =  0*) 

hm  — ^^  -^^ -^-  ^F  {u)f  {x)  . 

©ibt  e§  in  k^,  Jc^,  k^,  .  .  .  nur  eine  enbUd^e  Stnja^l  oerf(^n)in= 
benber  ©lieber,  fo  ift  au(| 

»In 

Silben  bagegen  bie  öerfci^roinbenben  ©lieber  in  k^,  k.^,  \,  . . . 
eine  ^olge  x^^,  ¥3,  «3, .  .  .  unb  entfpred)en  il^nen  in  h^,  //,,  /'.■>,,  •  •  • 
bie  ©lieber  ö^,  ö^,  ö^,  .  .  .  ,  \o  finb  bie  Quotienten 
f(x-\-Jn)-f{x)     ^^^     F{u  +  xJ-F{u) 


an  an 

atte  gleidj  9^uff.    5Jtan  f)at  baljer 

Um  f<^+Id=M  =  /'(,)  =  0 

lim      V     -JLi V..  «i  =  0  =  F'(w)  fix). 

an 

2Bir  erhalten  alfo  F'  (u)  f  (j^)  ulä  ©renjJDcrt  foiüof)!,  löenn 
Ä„  bie  3^olge  8^,  8^,  8^, .  .  .  bur^läuft,  atö  auc§,  raenn  eö  bie  3^olge 
^1/  ^2'  ^3'  ■  •  •  burd;läuft.    ®arauä  folgt  aber*) 

hm— ^ ^-^ =7-  («)/   (x)  . 

§  33.    M\^\üt, 


*)  ^gl.  bie  ^einerfungen  am  3cl)(u6  Don  §  11. 
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2.  a>"  (x>  0  unb  fx  eine  beliebige  3öi)0  lä^t  fic^  fo  [d^reiben: 

3l(x^  ytx.  1  ift  alfo 

(i  a;''  =  e"  ^"^""d  (,u  log  x)  =  jit  6^°«- 


dx 

X 


ober 


3.  tj  =  \ogfix),  fix)>0. 

^y    f{x)     f{x)''-^- 

S-  S.  ift 

d  log  sin  a;  =  cot  x  dx  ,  (sin  x  >  0) 

d  log  cot  x  =  —  tg  X  flfa; ,  (cos  a;  >  0) 

°    °  siniccosa;  sin2a;   '  \  o     -'      / 

rt  log  cot  a:  = ; = ; — z—  ■       ( cot  a;  >  0 ) 

°  smajcosa;  sm  20;  ^  -' 

4.  2/=iog(^+yi+«'). 

««ac^  ^v.  2  ift 

rf  ]/rT72  =d(l-\-  x')^  =  .■  (1  +a.-r  ^d(l+  xf 


yi^x' 

man  finbet  fc^lie^lid; 

dx 


yTfx- 

§  34«   Kmkcjirung  emx  pix^tii  ^mxkixm, 

y  =  f{x)  fei  in  bem  ^nletüaH  (a,  h),  einfd^(ie^Iic§  ber  ©ren= 
jen  a  unb  &,  überall  ftetig.  SBir  rootlen  oerfud^en  biefe  ^^unftion 
um5ufef)ren,  b.  §.  a;  al§  ^unftion  oon  j/  gu  betrachten.  ©oH 
bieg  möglid^  fein,  fo  barf  bie  ^-unftion  feinen  3Bert 
mef)r  oI§  einmal  annehmen;  fonft  raürben  nämlid^  ju  jenem 
2Öert  üon  y  mef)rere  SBerte  oon  x  gehören,  roa§  unfererem  ^unftionä= 
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begriff  roiberfprädje  (roonad)  jebem  SBert  ber  unab{)ängigen  nur 
ein  2Bert  ber  ab{)än9i9cn  ^^eränöerlid^en  jugeorbnet  fein  foll). 

'^znn  alfo  c  unD  q  jraei  uerfdjtebene  Sßerte  aus  {a,  h) 
finb,  fo  tft  immer  f{c)^f {c^.  2Bir  motten  je^t  irgenb  brei 
Serie  x-^,  x^,  x^  auä  (a,  6)  f)erau§greifen,  bie  in  ber  ^Sejiefiung 

fte[)cn,  fo  ba^  ifg  gunfd)en  x^^  unb  0:3  liegt.  Gs  lä^t  fid^  Steigen, 
ba^  bann  auc^  f^^-^  gmifd^en  f  ix^  unb  f  {x^  liegt.  2öürbe  näm= 
lic^  ber  Sßert  fi^x^  au^erfialb  beä  ^nteroattS  {f  {x^ ,  f  (xs))  lie= 
gen,  fo  gäbe  e§  einen  3ßert  C,  ber  foroo()I  janfd^en  /'(%)  unb  ('{x^) 
als  aud;  ^roifdjen  f{x.o)  unb  f  (x^)  liegt.  2)a  bie  5"un!tion  /■  (rr) 
ftetig  ift,  fo  mü^te  fie  biefcn  2öert  C  an  einer  Stelle  c  jroifdjen  x^ 
unb  a;2  unb  aud^  an  einer  ©teUe  q  groifdjen  x^  unb  A3  annef)men 
(ogl.  §  30).   @g  märe  alfo  f{c)^f{c^)  unb  c  <  q. 

2tug  bem  Dbigen  geJ)t  I)erüor,  ba^  f  {x),  menn  a;  oon  a  bi§  6 
junimmt,  entmeber  beftänbig  mäd^ft  ober  beftänbig  abnimmt.  Um 
einen  bcftimmten  %<x\i  ^u  I)aben,  moflen  mir  uns  benfen,  "s^al;^  f  (x) 
bei  junel)mcnbem  x  beftänbig  mädjft*). 

2Bir  fönnen  un§  leidjt  überzeugen,  ba^  eine  foldje  gunftion 
ftc^  umfe^ren  lä^t.  A  =  f{a)  ift  ber  fleinfte  unb  B  =  f(h)  ber 
größte  Sert  uon  fix)  unb  jebe  Saljl  C  jroifd^en  A  unb  B  ift 
ebenfattg  ein  g-unftionömert  (nad)  §  30).  2)ie  3Berte  üon  f  (x) 
füllen  alfo  baä  ganje  :3uten)atl  {Ä,  B)  au§.  S)a  jeber  2Bert  non 
ber  g^unftion  nur  einmal  angenommen  roirb,  fo  entfpridjt  jebem  y 
in  {A  B)  ein  unb  nur  ein  x  in  («,  &)  berart,  ba^  y  =  f  {x)  ift. 
X  ift  alfo  in  bem  ^nteroatt  (A,  B)  eine  ?^un!tion  uon  y : 

X=q){lj)  . 

2)iefe  ^-unftion  nennt  man  bie  tlmfef)rung  (bie  inoerfe 
^unJtion)  üon  y  =  f{x)**).  S3ci  junebmenbem  y  mäc^ft  offen= 
bar  (p  (</)  beftänbig.  cp  {y)  ift  ferner  in  bem  ^nteroall  {A,  B) 
ftetig.  4at  man  nämlid;  in  {A,  B)  eine  nad;  y  fonoergicrenbe 
^•olge  y^,  y^,  y.^,  .  . . ,  beren  fämtlidje  ©lieber  guöj^cr  (fleiner)  alör 
finb'***),  unb  ift  x=^cp  (y),  x^  =  cp  (yj,  fo  mu^  lim  a-„  =  .r  fein. 
3unäd)ft  finb  alle  x,,  größer  (fleiner)  al§  x.     ©äbe  es  unenblid) 

*)  2Bcnn  f(x)  mit  june'^menbem  x  abnimmt,  fo  betrad)ten  luiv 
-fix). 

*'*)  (Sbcuio  ift  y  =  fix)  bie  UmfcJ}ning  öon  x  --  cp  iy). 
***)  ©^  genügt  "joldje  folgen  311  betrarijten. 


Umfefjning  einer  [tctigen  ^un^tion. 
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T 

Pj^ 

/ 

A 

^o 

j 

0 

^u       ^                       J 

^   ' 

oiele  x„,  bie  größer  al§  x-\-  e  (fleiner  alä       ^ 
X  —  e)  finb,  [o  raären  bie  entfpred;enbeii  y„ 
größer  alä  f{x-\-E)  (fleiner  alä  /"(x  — £j), 
roa§  ber  33orau§fe^ung  lim  ?/,^  =  //  =  f{x) 
roib  er^prid^t. 

3^ig.  1 2  foff  ba§u  bienen,  bie  Sejiel)ung 
jroifdjeii  ben  beiben  -J-unf tioncn  y  =  t{x) 
imb  x='(p{y)  ju  oeranfc^aulidjcn.  (Sä  i[t 
ÖX=a;  unb  ÖY=y.  2öenn  ber  ^;>unft  Z 
ftd^  auf  ber  x=%<S)'\t  in  pofitiüer  9ti(^tung  gig- 12. 

üon  X^  nad)  X^  beraegt  (0Z()==  a,  OX^  =  &), 
fo  beroegt  fid^  ber  ^unft  Y  auf  ber  i/=2tci^fe  in  pofitioer  iRid^tung  von 
Yq  md)  Y^  (ÖYq  =A,  OY^  =  B)  unb  umgefe^rt.   ©eometrifd^ 
fommt  bie  Umfef)rung  einer  'J-unftion  auf  eine  5?ertau  = 
fd^ung  ber  beiben  Äoorbinatenad^fen  t)inau§. 

8cmcrfung.  Senn  eine  gunftion  f{x)  §ioifc§en  a  unb  b 
überaß  eine  pofitiüe  2(6Ieihing  Ijat,  fo  roädift  f{x),  wenn  x  von  a 
big  b  junimmt.    ^n  ber  %at  folgt  au§ 

f(x  +  Ji)-f{x)=^hf{x-\-&h)  (0<  ^<1) 

für  7i  >  0  immer  f{x-j-Ji)  —  f  (x)  >  0. 

T>k  Stbleitung  barf  aud;  an  einer  enblid^en  Stnjatjt  t)on  ©teilen 
null  fein  ober  nic^t  ejiftieren.  ^ft  g.  33.  f'  (c)  =  0,  a  <  c  <  b, 
aber  fonft  im  ^nnem  »on  (a,  b)  überaß  f  (x)  >  0,  fo  roäd^ft  f{x), 
roenn  x  »on  a  big  c,  unb  aud;,  raenn  x  von  c  bi§  &  5unimmt. 

Sm  ^aße  f  (r»)  <  0  nimmt  /"(a-)  ab. 

2Benn  bie  g^unftion  f{x)  beftänbig  gunimmt,  roäf)renb  x  von 
a  biä  b  roäd^ft,  fo  fann   fie  groifd^en  a  unb  b  nirgcnbä  eine  nega= 
tioe  Stbleitung  ^aben.    @ä  ift  nämlid^  für  /*  >  0 
f(x-\-h)-fix) 

h         ^  "  • 

®ine  negattüe  ©rö^e  fann  ober  ni(^t  ber  ©renjroert  einer  po= 
fitiüen  3'i^Ißnf olge  fein.  2tIfo  mu^  f  {x)  ^  0  fein ,  f aff§  f  (x) 
e^iftiert.  ®benfo  mu^,  toenn  f  {x)  mit  roadifenbem  x  abnimmt, 
f(x)<0  fein,  fatts  f  (x)  ejiftiert. 

§  35.    ®cif))iere. 

l.y  =  e'  l}at  bie  Umfel)rung  x  =  logi/. 

2. 2/  =sin  .'■  ift  ftetig  unb  nimmt  beftänbig  ju  (üon 

?l92u®  197:  ftoipatero^ti,  gnfinitefimalrcc^nung.  5 


1  big  1), 


66  U-  Sifferentialred^nung. 

luenn  x  oon  —  „   ^i^   „  raäcfift.    3)ie  inoerfe  ?5^unftion  x=  (piy) 

ift  (x\\o  in  bem  ^nterüoll  (—1,  l)  ftetig  unb  roäd^ft  bei  äunel)men= 
bem  y.    Offenbar  ift  cp  (y)  =  arc  sin  y. 

{)at  bie  inoerfe  ?^unftion  arctg  y. 

3)ie  inoerfe  ^unftion  ju  2/  =  cos  x  {Vt^x  ^n)  ift  arc  cos  y. 

y  =  cotx  (p  ^x  ^7t)  ijat  bie  inoerfe  'Junftion  arc  cot  y. 

2)ie  5i)f lometrifd;en  ^-unftionen  finb  alfo  bie  in= 
üerfen  ber  trigonometrif d^en. 

3.  y=x^  lä^t  fid^,  roenn  m  eine  ber  S^^I^en  1,  3,  5, .  .  .  in 
jebem  ^nteroatt  (a,  h)  umfef)ren,  loeil  /  =  ma;™~^  (ba  m— 1 
gerabe)  pofitiu  ift  unb  nur  für  x  =  0  uevfc^minbet.     ^ie   Umfe^= 

rung  lautet  yy . 

^ft  m  eine  ber  3a^^en  2,  4,  6,  .  .  . ,  fo  lä^t  fid;  y  =  a;'"  nid^t 
in  jebem  ^nteroatt  umfef)ren,  rool}!  aber  in  jetem  ^nteruall,  roeld^eS 
bie  ^fiutt  nirf)t  umf(^lie^t.     ^n   (0,  cx))   lautet   bie    Umfe^rung 

x=  ^  y'^ ,  in  (0,  —  CX))  bagegen  a?  =  —  j/™ . 

4?  36.    Diflferentifltton  J>er  tntifrfcn  <funkttoneu. 

«/  =-f{x)  fei  für  a  ^  a;  ^  &  ftetig  unb  nef)me  beftänbig  gu, 
roenn  a;  oon  a  biä  6  roädjft. 

®ä  ejiftiere  überbieö  in  (a,  &)  überall  bie  2tbleitung  / '  [x) 
unb  fie  fei  nirgenbä  null*). 

3ft  y  eine  fefte  unb  y  +  /c  irgenb  eine  anbere  "^ok^X  gmifd^en 
A  unb  B,  ift  ferner  x-=(p  {y)  unb  a;  +  /'  =  qp  (^  +  ^)/  fo  ^at  man 

qp(2/  +  Ä;)  — <jp(2/)  /t  1 


/,  f(^a;-\-h)-f{x)       f{x  +  h)-f(x) 

h 
folglich 

K.„  qp(?/+^)  — y(y)  _    1_ 

.i'^o  ^  -fix)' 

njeil  mit  A;  aud^  //  nad;  9?uII  fonoergiert. 


*)  -Dfad^   ber  ^^emerfung  am  ©d)tu&  non  §  34  ift   bann  /"'  (x) 
ftetg  iJofitiD. 
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2)te  inüerfe  ^unftion  l)at  alfo  jtüifd^en  A  unb  B  üSeratt  eine 
Stbleitung  qp'(^),  unb  e§  ift 

9^'  (^)  =  TW  • 

9^ac^bcm  mx  6etüiefen  i)aben,  bajj  <p'(^)  ^Eif^i^rt,  !önnen  roir 
uns  bei  ber  roirflidjen  ^eved^nuntj  oon  Qp'(y)  öer  in  §  32  gegebenen 
9tegel  bebienen.    2)anad)  i[t  baä  Differential  öon  y  =  fix)  immer 

dy  =  f'{x)(lx, 

ob  lüir  nun  .r  ober  y  nl§  unabfjängige  ^^eränberlic^e  betrachten. 
9^e()men  luir  y  aU  unabijängige  ^Seränberlidje,  fo  liefert  unä  biefe 
©leic^ung 

dx         ,  ■  1 

dy=^  "f  ^y^  =  fJ^) 

©eometrifd;  betradjtet  ift  biefe  9^eIation  jroifc^en  f'{x)  unb 
^)' {]))  etroaö  Selbftüerftänblic^eä  (ogl.  ^-ig.  12).  fix)  unb  (p\y) 
finb  ^ic^tungsfonftanten  ber  ,!^uroentangente  in  P,  unb  ixoox  fix) 
in  Sejug  auf  öie  x=5(c^fe,  cp'  (i))  in  Se^ug  auf  bie  y=2Ic^fe.  2Darau§ 
fie^t  man,  ^a^i^  jebe  ber  rejiprofe  ^-IBert  ber  anbern  fein  mu^  (raie 
cot  cp  üon  tg  cp). 

§  37.  fliprenttatton  I»er  jijlilömetnriti»?»  ^•uuktiuutiu 

1.        •  y  =  arc  sin  x 

\)ai  bie  Umfe^rung  a;  =  sin  y.    ^-ür  —  1  <  a;  <  1  ift 

dx  =  eosy  ^y 
unb 

,  dx 

dy  = , 

^         cos  1/  ' 

alfo: 

,  .  dx 

d  arc  sin  a;  == 


yi  — «« 

2)ie  Sßurgel  ift  pofitio  ,^u  nehmen,  roeil  (nad^  ber  2)efinition  uon 
arc  sin)  2/  jroifc^en  —  —  unb  ^  Hegt,  a(fo  cos  ^  >  0  ift. 

2.  y  =  arc  cos  a; 

f)at  bie  Umfefjrung  x  =  cos  y.    ^ür  —  1  <  a-  <  1  ift 
(?a'  =  —  sin  y  dy, 
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unb 

dx 

^  sin  y ' 

alfo 

,  dx 

d  arc  cos  x  = 


yi  — «*' 

®ie  ÜBurgel  i[t  aui^  I)ier  pofitiu  ju  nehmen,  lueil  (iiad;  bcr  ^efi= 
nition  t)on  arc  cos)  y  g]üi[d;en  0  unb  tt  liegt,  alfo  sin^  >  0  ift. 

3.  y  =  arc  tg  x 

i)at  bie  Umfet)tung  x  =  igy.    %\\x  jebeö  x  ift  (ügl.  ©.  53) 

dx=={l+ig'y)dy, 
olfo 

^2/ 


l-\-  X- 
b.  ^. 

,         ,  da; 

d  arc  tg  a;  = 


dy  =  - 

da; 

1  +  a;*' 

rf 

arc  cota; 

""  ~  1 

dx 
+~x 

4.  2/  ==  arc  cota; 

f)at  bie  Umfefirung  x  =  coty.    %üv  jebe§  x  ift  (ogl.  ©.  53) 

dx  =  —  {l  -{-  cot^y)  dy, 
alfo 


b.^. 


§  38,  IHtffr^ntiatiou  ^tv  ^utfnjrjiljfu. 

2)ie  ^otenjrei^e  ag  +  a^a:  +  a2a;'^  +  •  •  •,  bereu  ^ouüergeuj; 
vabiuä  uidjt  gleid;  3fuU  fei,  fteßt  im  3""^'^"  bes  ^üniiergeuj= 
iuterualte  eine  g-unftion  f(x)  bar.  2Bir  luollen  je^t  üerfud)en,  bie 
2(bleituug  von 

f{x)  =  ÜQ  -\-  a^^x  -\-  a^x^  +  •  •  • 
ju  bered^nen. 

Sären  „f aft  alle"  Koeffizienten  gleid^  9ZutI,  alfo  f{x)  eine  gaujc 
rationale  ^-unftion,  fo  Ratten  roir 

f' {x)  =  r<j  -{-  ^a^x  -\-  ?>a^x'^  -\-  ■  ■  • 
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2Bir  lueiben  bciücifen,  ba^  biefe  ^ormel  nnmer  gilt,  ^n- 
näd;ft  jeigen  tuir  folgenbeg. 

a,  +  2aoX  +  3ff3,x-^  +  •  •  •, 
l)at  benfelben  ^onüergengrabius  roie 

«0  +  ^1^  +  %^'^  H 

^ft  X  ein  kliebiger  2Bert  im  ^nnern  be§  ^onoergenginter^ 
Dattel  uon  «o  +  «i^  +  ^^a;^  +  .  •  •,  fo  !önnen  luir  im  ^nnern 
biefe§  ^nteriHitteS  Xq  fo  Jüäf)Ien,  ba^  \x\  <i  1x^,1  i[t.  2Öir  roiffen 
(ogl.  <B.  41),  baf;  fi(^  bie  S^-W^  ^»^o'  '^^t''  '^"'^  ^^^  S'^^^^ 
a^x\~^,  (\^t  in  ein  enbltd^e§  ^nternaU  (—  6r,  ö)  einf(^Iie^en^  ti-i 
laffen,  fo  bap  |  a^x\  \  <  G^  ift.     9iun  ^t  man  aber  ^^'*o 

na^x^-^  =  a^x^-'^  •  7i(~y 
folglid) 

S)a  I  g  I  <  1  ift,  fo  foncergiert  bie  9^eif)e  (ögl.  <B.  40) 
1  +22  +  332+... 

alfo  aud^ 

|aj  +  |2a2a;l  +  ISagrr^l  -] 

^ft  a;  ein  Söert  im  ^nnern  be§  ^onüergen§tnteroaff§  oon 
a^  -\-  2a2X  -\-  Sa^x^  -\-  •  •  •,  ^0  fonoergiert  bie  9teif)e 

I  «1  j  +  j  2a2X  [  +  I  Saga;^!  +  •  •  •, 

atfo  avLÖ)  bie  3f?eif)e  lajicl  +  2  «g^^l  +  ^  l%^^|  +  •  •  •  unb  um 
fo  me^r  bie  9lei^e  |  «o  i  +  I  ^1^  :  +    ^2^^  1  +  '  "  " 

kud)  bie  $Reif)e  2  •  lOg  +  3  •  2a^x  +  4  •  Sa^ic^  +  •  •  •,  bie 
au§  üj^  -{-  2a2X  -{-  3a^x^  i-  •  ■  •  in  berfelBen  Sßeife*)  entfielt  wie 
biefe  au§  a^  +  a^x-}-  a^x^  +  •  •  •/  ^ßt  ba§fel6e  ^onoergenjinterüall 
roie  ÜQ  -\-  a^x  -\-  a^x^  -\-  ■  •  •  ©ag  ©leidie  gilt  ron  ber  3ftei^e 
3  ■  2  •  iCTg  +  4  •  3  •  2a^x  +  5  •  4  •  2>a-^x^  +  •  •  •  u.  f.  f. 

2Bie  6i§!()er  feien  x  unb  Xq  grcei  SBerte  im  Innern  be§  ^on= 
oergenjinteroatlä  ber  Sleitje  a^ -\-  a^x  -\-  a^x^  -[-■'• ,  unb  e§  fei 
I  a;  I  <  I  it(,  I      Unter  h  rooHen  mir  eine  na^  ^J^uH  fonoergierenbe, 


*)  9iämU^  bur^  glieblxieije  au§gefut|rte  Differentiation. 
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aber  üon  5^ull  oerfd^iebene  ©rö^e  oerfteljen  unb  annef)men*),  ba^ 
aud)  '  X  -\-li    <    Tq  .    'J)ann  i[t 

ax+h)  -  fix)  _^   {x-{-  h)-  X  {x-\-hY-x'' 


Ä 


+  ^3 ^^ + 


©ubtraf){eren  roir  f)iert)on 

(p(a;)  =  a^  +  2fl2'^  +  SagX^  +  •  •  •, 
fo  fommt: 


/? 


^^|(.  +  Y-^-_3^.|_^ 


9fa(^  bem  SIRiltelroertfa^  ift  nun: 


{x-\-}if—x'' 


=   »Jn-1 


iDobei  §„  jroifd^en  x  unb  aj  +  /;  Hegt.     ®§  wirb  I)iernarf) 

Sluf  ©runb  be§  SRtttelraertfa^eö  ift  aber  ferner 

roobei  ^„  jiüifd^en  ic  unb  ^„,  alfo  fieser  gn)ifd;en  x  unb  a;  +  /?  liegt. 
2tlleä  in  attem  ift  alfo: 

mithin 


raeil 


1  /v," 


(a; +  /»)"  —  « 


<  y;(*2  —  l)!«,)'"-^   /'   , 


^e^t  fönnen  roir  aber  fd^reiben**): 
^^''-^^l~f^^-cp{x)\<\J>\{2-l    «21  +  3-2    a,x,   +■•■) 


*)  Stefe  9Innat)me  ift  »regen  lim  h  =  0  erlaubt. 
**)    33ei   einer   nbfolut   !onoergentcn   JRetI)e   ift     »,  -|-  »,  -f 
fleiner  ober  glcid)  i  «i  i  +  |  «j   +  •  •  • 
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daraus  folgt 


lim  I 


(^-+"1'^-)  _  ^(,) 


ober 

,.      f{x-\-h)  —  f(x)  /  \       rr         /  \         i-V  \ 

^ie  ^otengreil^e  a^  +  «i^  +  «2^^  +  •  •  •  ^at  «Ifo  itn 
^nnern  ilireö^onoergenjirttevoalläüberall  i)ie2l6leitung 
a^  -\-  2a^x  +  Sagri;^  +  •  •  •  3Jlan  erl^ält  fie,  tnbem  man  bie 
JReifie  «o  +  a^x  +  «2^^  +  •  •  •  gltebroeife  bifferengiert. 

Seret^nung  ber  Sogarit^men. 

@§  fei  ]a;|  <  1.    ®ie  gunftion 

/(x)  =  log(l+rr) 
l^at  bie  2(bleitung*) 

f^^)  =  rT^  =  i-^  +  ^' (»st-  ®- 33.) 

25iefe  ^otengrei^e  ift  aber  bie  2lbteitung  ron 

@§  ift  alfo 

F'{x)  =  /'(^),  ^-  ^-  (^(«')  -  A^))'  =  0- 

2)arau§  folgt  (ogl.®.  68) 

F(a;)  -  f{x)  =  c 

(c  eine  ^onftante).    5Run  I)at  man  aber  F(0)  =  /'(O)  =  0,  alfo 
auc|  c  =  0.    gjiit^in  ift  F{x)  =  f(x),  alfo 

log(l+^-)=i-Y  +  y----         (k!<l) 

^n  biefer  9^eil)e  bürfen  mir,  meil  babei  \x\  <C1  bleibt,  x  burd^ 
—  X  erfe^en.     2Bir  erhalten  baburd^ 

log(l-^)  =  -f 


2  3 


*)    SOIan    bettle    an  bie   ©ijferentiation    ber    jufammengefe^ten 
i^unftioncn. 
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(Su6tra{)icrt  man  biefe  beiben  3f^eiF)en,  fo  ergibt  fic^  für 
bte  f^ormel 


log  (1  +  a;)  -  log  il-x)  =  log  ^— | 


3ft  w  eine  ber  Sai)kn  1,  2,  3, .  .  .,  fo  barf  man  in  biefer  ?5^ormcl 
offenbar 

_      1 

*  —  2w+T 

fe^en.    SDann  roirb  aber 

l-(-a;_2w  +  2_n+l 
1  —  a:;  2  n  ^t      ' 

unb  man  er{)ält 

lo '      '        ■  '  ■  ' 


^ür  w  =  1  liefert  biefe  g^ormel 

©e^t  man 

.  ^  2^/.    ,    1  1    ,  ,       1         1    \ 

''■'■         3  1^     "^  3    9  "^  ■  ■  "  "^  21-  —  1  9'-lJ' 

fo  roirb 

log  2  =  s^  +  £^,, 
unb  man  I)at 


^< 


T.(l  +  ^+~  +  ---) 


3(2v+l)9 

alfo 

^.  < ' X- 

'         12(2i'  +  l)9'-^ 

J^iernad^  tft  e§  leidet,  log  2  mit  üorgefd^riebener  ©enauigfeit  ju 
bcred^nen. 

^ür  «  =  4  liefert  unfere  ^ormel 

!og5-l„g4-2(|+3V.+  6^.+  ---)- 
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3llfo  i[t 

logö  --=  21og2  +  |(l  +  3-^^  +  -^^  4-  .  .  .). 

hieraus  lä^t  fid^  log  5  mit  oorgeidiriebener  ©enauigfeit  bered^nen. 
2öir  fönnen  alfo  au6)  log  2  +  log  5  =  log  10  beliebig  genau  Be= 
red^nen  unb 

^^       log  10'  ^ 

ben  Sliobul  (ügl.  ©.  52)  ber  gemeinen  Logarithmen  (b.  1^.  ber 
2ogaritf)men  jur  Safiö  10).  2RuItipli5ieren  mir  bie  ?^ormeI  für 
log(n  4-  1)  —  log  »  mit  M  unb  fd^reiben  \tatt  ^*^Iog  furj  Log, 
fo  geroinnen  lüir 

Log(>^  +  l)  —  Log  w 

_  ^2m(      ^        4-  ^  + ^ +  ■  •  -V 

—  '^^"-\2n-\-l  ^  3(2n  +  l)'  ^  b{2n-\-iy  ^         j 

Wii  C'ilfe  bieier  formet  Iäf;t  fid^  eine  2ogaritf)mentafeI  bered^nen. 
SBünfd^t  man  bie  2ogaritI)men  ber  ganjen  ^ö^^^"  ^^^  1  ^i§  10^ 
fo  genügt  es,  bie  2ogaritl)men  ber  5=ftettigen  ^^^len  §u  bered^nen 

(benn  e§  ift  g.  33.  Log  13  =  Log^f  =  -  3  +  Log  13000). 

^n  obiger  ^ormel  ift  alfo  n  ^  10*.    ©e^t  man  nun 

2M 

Log  {n  +  1)  —  Log  n  =  ^^^-^  +  d„, 

fo  roirb  (roeil  2J/<  l) 

^«  ^  3(2n  +  l)äV-'-  "^  (2w  +  l)*  "'"  (2w-t-l)*  +  ■  ■  ■  j 
ober,  ba 

^     ,  1  ,  1  ,  _  1  _       (2w+l)^ 


(2n  +  l)*    '    (2«  +  l)*    '  1  2w(2n  +  2) 

(2W-I-1)» 

"  "^  12«(«+1)(2«  +  1)  "^  24^8^  10" 

^ennt  man  alfo  Logw  (rote  e0  j.  33.  bei  ber  Stnnal^me  n  =  10* 
ber  gatt  ift),  fo  ift 

Log(w+l)  =  Logw  -f  ^^-qri 

bis  auf  roeniger  a(§  eine  @in^eit  in  ber  13.  S^ejimale. 

*)  2Ran  finbet  11=0,4342944819... 


74  il-  S)iiterentialrecf)nung. 

33crcj^nung  iJcr  3o^I  ^• 

@§  fei  lüieber    a-  |  <  1.    5)ie  ^unftion 

93  (a?)  =  arc  tg  x 
I;at  bie  3(6Ieitung 

'P'i^^  =  Ilf^  =  1  -  a;2  +  a;^ 

2)tefe  $otenjreif)e  ift  aber  bie  Slbleitung  üon 

e§  ift  alfo 

0'(x)  =  (p'(x) 
folgltd^ 

(I>(x)  —  q){x)  =  C. 

c  ift  aber,  roeit  0(0)  =  0  unb  95(0)  =  0,  gtei($  9^uII,  mitf)in 

arc  tg  x-  =  x 3"  +  "5 —  ■  '  ■  (i  ^  !  <  1) 

©e|cn  roir*) 

.  =  1-1+1-..., 

fo  irirb,  raenn  0  <  a;„<  1  ift, 

1  —  xl      ^  —^n 
s  -  arc  tga;„  =  1  -  a^,, 3 ^ ^ 

eine  alternierenbe  5Rei^e,  in  ireldBer  bie  Beträge  ber  ©lieber  eine 
abfteigenbe  ^^o^Ö^  bilben.  ^n  ber  2^at  ift  nad^  bem  in  §  31  beroie^ 
fenen  üeraQgemeinerten  ^Rittelrcert^a^,  roenn  roir  f(x)  =  x^*'*'^, 
^(a;)  =  a;2--i  fe^en**). 


l  —  x 


,2v  +  l 


^2v 


(2*' +  1)1,,  2v-\-i..   ^2i;  +  l 


raeil  «;„  <  ^„  <  1.    ^ierauS  folgt  aber 


v_  1^7.  ^  2v—  1 


1  —X 


2  V  -  1 


2v  +  l      ^    2v  — 1 

*)  2)tcfe  $Retf)e  ift  fonüevflent  (ögt.  ®.  33). 
**)  Sie  Sebingung  g'{x)'^0  ift  erfüEt. 
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33et  einer  altemierenben  5Rei!^e  biefer  9(rt  finb  aber,  roie  mix  roifjen, 
bie  ^Nartialfummen  mit  ungerabem  3"bej  größer,  bie  mit  gerobem 
^nbej  fleinev  alä  bie  Summe  ber  Sleil^e.    3)iitl)tn  i[t 


1  —  «« 3-^  < *  —  arc  tgx^ <  1 

nad)  1  fonüergieren  (roobei 

lim  (s  —  arc  tg  a',J  =  0, 


Soffen  mir  nun  a-„  naä)  1  fonüergieren  (roobei  aber  immer  x^<_  1 
bleibt),  fo  ergibt  fii^ 


alfo 

lim  arc  tg x^  =  arc  tg  1  =  s. 

S)amit  ift  beroiefen,  ba^  unfere  ^ormel  für  arc  tg  x  an<ij  im  ^aUe 

X  =  1  nod^  gilt*).    2)a  nun  arc  tg  1  =  -  ift,  fo  §aben  mir 

4  3^5        7  ^ 

2)a§  ift  bie  2eibnisfc§e  Sleifie  für  j,  bie  aber  für  bie  SBered^nung 

üon  7t  fef)r  ungeeignet  ift. 

3tm  bequemften  rcirb  bie  S3erec|nung  oon  7t,  raenn  man  fid^ 
folgenber  Überlegung  bebient. 

2ru§  ben  j^ormeln  für  cos  (tp^  +  9^2)  ""^  sin  (9^  +  cp^)  folgt 

.      /-         ,  N         tg  q'i  ±  tg  qPs 

tg(^i±<P.)=r:p^^t^/ 
3ft  nun  tg  9)  =  - ,  f 0  roirb  nad^  biefer  formet 
tg29'  =  ^, 

/  jr\         tg4qp  — 1  1 

^iernad^  {)at  man 

4gr-^  =  arctg  — • 


*)  S[n  ä^nlt^er  SBeife  §ctgt  man,  ha^  bie  gormel  für  log  (1  +  x) 
ouc^  im  i^atlc  x  =  l  nodj  gilt,  ha^i  alfo  log  2  =  1— -  +  -  — j4-    •  •  ift. 


b.  ^. 
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Slnbererfeitö  i[t  qp  =  arc  tg-,  alfo 

J=4arctg^-arctg^, 

_  f  J '        +  _i \ 

\239        3-239^"  5-239^  / 

'?Ra(i)  biefer  formet  ^at  man  tc  biä  auf  707  2)ejimalftetten 
bered^net.  @ä  gibt  ein  paar  franjöfifdje  3Serfe,  mit  beren  §ilfe  man 
fid^  bie  erften  30  3iffß^"  "on  n  merfen  !ann.    (Sie  lauten: 

Que  j'  aime  ä  faire  apprendre  un  nombre  utile  aux  sages! 
Immortel  Archimede,  artiste  ingenieur, 
Qui  de  ton  jugement  peut  priser  la  valeur! 
Pour  moi  ton  probleme  eut  de  pareils  avantages. 

©rfe^t  man  jebeä  SBort  burd)  bie  3^1^)1  ^eimv  S3uc^[taben,  fo 
erhält  man  bie  erften  31  ^iffe^"  »on  n;  f)inter  ber  erften  von  i^nen 
fielet  'i)a§>  Äomma.    2luf  biefe  2Beife  ergibt  fid;: 

TT  =  3,  141592653589793238462643383279  . . . 

Sßir  f(^iden  folgenbe  53emerfung  uorauS: 

SBenn  jiDei  ^ütengrciJ)en  für  \x\  <  ^  fonoergieren  unb  biefelbe 
©umme  i)ah^n,  fo  finb  fie  übert^aupt  miteinanber  ibentifd;.  ^ft 
nämlid)  für  \x\  <C  q 

«0  +  a^ic  +  «2^^  +  •  •  •  =  ^0  +  ^1^  "t"  ^2^^  +  •  •  •/ 

fo  ift  aud;  (oergl.  §  38) 

a^  +  2a2X  +  3a^x^  -\-  •  ■  •  =h^  -\-  262^?  +  263^;^  •  •  • 

2)ieje  ©leid^ung  fann  man  roieber  bifferenjieren  uff.     Se^t  man 
überaß  x  =  0,  fo  ergibt  fid),  baf?  oügemcin  «„  =  h^  ift. 

@ö  fei  nunmet)r  m  eine  pofitiue  gange  ßol^^-    2Benn  mau 

(1  4-  a-)"»==  (1  +  x){l  +  o;)  •  •  •  (1  +  x) 

auämuItipUjiert,  fo  ergibt  fid)  ein  SlefuÜat  uon  folgenber  ?yorm: 

(1+  x)"^=l+  c,x  +  c,x'+c,x'-\--  .  •*) 
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2)ui*i;  Differentiation  ert)ält  man 

m(l  +:r)'"-^=q+  2c2a;+  Zc^x^-\ 

SJiuttipIijiert  man  beiberfeitg  mit  1  +  x,  fo  fommt 

■/n(l  +  :r)"'  =  q  +2^23-  +  Scga;^  H 

+  c^a;  +  2^23^2^ 

Sinbererfeita  ift  aUx 

w(l  +  ä;)'"  =  m  -\-  mc^x  +  vnc^x^  -[-... 
Sarauö  folgt 

q  =  m,       2c2  =  Ow  —  l)i\,       3r.  =  (m  —  2)c2,  •  •  •, 
alfo 

»«  m  (in  —  1)  m  (m  —  1)  (m  —  2) 

^1        1  '        '2  1  .2       '         3  1.2-3 

3\o.\\  vflegt 

m(w  —  l)(m  —  2)  •  •  •  (m  —  /.-  +  1)  /,.  _  .     o     q  ^ 

1  .  2  .  3  .  .  .  jt  (A  -  1,  .,  ö,...; 

mit  ("  j  ober  (m\.  gu  bejeid^nen. *) 

9Jac§  bem  D6igen  ift  bann 

(l+:r)"'=l  +  (7):r+(^)^2 +•••**) 

3)iefe  ?5^ormel  ift  ber  binomifd^e  2eF)rfa^  (bie  33inomia(= 
formel)  für  pofitiue  ganj^afilige  ©jponenten. 
2Bir  raiffen,  ba^  für  |  a;  |  <  1 


ift.    ©a  nnn 

ift,  fo  fönnen  mir  fd^reiben 

(1  +  ^)-i=  1  +  ^^y  +  ("2')^'+  •  •  • 

*)  2)tefe  33eäet(^mmg  roenbet  man  aud)  an,  lueim  w  nt(^t  gan^ 
unb  pofittö,  fonbern  eine  beliebige  anbere  3*1^^  ^ft- 

**)  ^ie  5Reif)e  bvid)t  ab,  '^ct.  (»0/.  für  /l->wj  üerf^tuinbet. 


78  II-  2)ifferentialrec^nung. 

2)te  33inomtaIformeI  gilt  alfo  auä)  (t)orau§gefe|t,  ba^    a;  <  1  ift) 
für  ben  (Sjponenten  —  1. 

SBir  rooüen  je^t  eine  ^otenjrei^e  fuc^en,  bie  im  Innern  il^reä 
^onoergenjinteroatts  mit  fid^  felbft  muItipUjiert  1 -}- x  liefert.  ^l)x 
StnfangsgUeb  ift  offenbar  gleich  +  1-  "^^^  fönnen  aber  annef)men, 
ba^  eä  gleid)  1  ift.*)    2)ann  lautet  bie  -$otenjreif)e 

1  -\-  a^x  -\-  a2X^  -\-  ■  •  • , 

unb  e§  fütt  alfo  im  Innern  i§re§  ^onüergenginteroallä 

(1  +  «1^  +  «2^;^+  •  •  •)(!  +  %^  +  «2^^+  •  •  •)  =  1  +  a; 
fein,    ©ifferengieren  roir,  fo  lommt 

2(1  +  a^icH-  a2a;^  +  •  •  •)(«!  +  2a2a;  +  8033;^+  ••■)=!. 

Multiplizieren  roir  auf  beiben  ©eiten  mit  1  -\-  a^x  -\-  a^x^  -\-  ■  ■  ■ , 

fo  ergibt  fic^ 

2(1  +a')(ai  +  202^;+  Sa^x^-^-  ■  •  ■)  =  1  +  a^x -{-  «ga-^-fr  •  •  • 

b.  l). 

ai  +  (2a2  +  ai)«  +  (3a3  +  2a2)a;H  •••  =  ^(1  +  01^  +  02^^+ •••)• 
hieraus  folgt 

«1  =  ^.       ^«2==«i(2- 1)'      3«3=Ö2(2  -  2),  •  •  •, 

alfo 

5Da 

a„a;"  i  — «  +  1 

bem  @ren§roert  —  x  §uftrebt,  fo  ^at  bie  ^otengrei^e 

ben  ^onoergenjrabiuä  1  (ogl.  ©.  34).    ©e^en  toir 

fo  ift  nad)  bem  Dbigen 

2  r  (x)  (1  +  a;)  =  f{x) 

*)  Slnbernfaü^  muUipUjieren  mir  bie  9iei{)e  mit  —  1. 
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ober,  loenn  tütr  burd)  2  (l  +  xY  biöibierett, 


bj. 


ttlfo 


1  +  a; 
fix) 


=  0, 


f{x)  =  c(l  -{-xY- 
®ie  ^onftante  c  ift  aber  glet^  1,  roetl  für  x  =  0  foiöol^l  /"(a;)  al§ 
au(|  (l  +  ic)-  gleid)  1  mirb.    ®g  ift  fomit 

(1 +  -)-=!+  ©,-  +  G),-+--- 
■     (-  1<  Ä-  <  1) 

2)ie  Stnomialformel  gilt  alfo  awd)  für  ben  ©jponenten 

-,  trenn  '  rr  |  <  1,  aber  nidjt,  roenn  j  rc  |  >  1  ift. 

:3e|t  fei  ft  eine  beliebige,  aber  oon  0,  1,  2,  3,  ...  üer= 
fd)iebene  3'^f}I-    2öir  fud}en  eine  ^otenjrei^je,  bie  für  |  a;  <  1  g(ei(^ 

(1  +  xY  ift.    ©te  {)at  bie  gorm  1  +  ^jic  +  ?v.2a;^  +  •  •  •,  unb  wir 
verlangen,  ba^  für  |  a;  |  <  1 

1+h^x-^  h^x^  ^ =  (1  +  «)" 

fein  fott.    ®urd^  2)itferentiation  ergibt  fid^*) 

&1+  2&2a;+  3&3a;2  4 =  fi(l  +  a;>"-^ 

SJlultipIi^iert  man  beiberfeitS  mit  1  +  x,  fo  fommt 

2)orau§  folgt 


n  — 1 


ra-1 


fo  ba^   -" —  =     _     I     a;  nad^  —  a;  fonoergiert    unb    bie 

^oten^rei^e 

1  + (:>  +  ©-+■■• 

*)  SSgl.  bie  2)ifferentiatton§regeI  in  9?t.  2  bcig  §  33. 
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ben  ^onoergensrabiuä  1  I)at.     «Se^en  roir 

9'(^)  =  1  +  (i)^  +  (2)^'  +  •  •  •'  (-  1<  ^  <  1) 

fo  ift  naä)  bem  Dbigen 

ober,  roenn  man  mit  (1  +  xY''^  multipliziert  unb  bur^  (1  +  xf" 
biöibiert. 


b.  l). 

\{1+xT) 
alfo 

9)(ä:)  =  c(l  +  xy. 

2)ie  Äonftante  c  ift  aUx  gleid;  1,  roeil  93(0;)  unb  (1  +  xY  für 
a;  =  0  beibe  gleid^  1  finb.    @ä  ift  bemnad^ 

(-  1<  a:  <  1). 

2)ie  33inomialformel  gilt  alfo,  menn  \x\<\  ift,  für  jeben 
(^Eponenteu. 

§  40.   f  öljEre  :2lbleitiintjcn  uiili  lUiftr^uttalp. 

2)ie  g^unftion  /"(a;)  l)abe  in  bem  l^nteroall  (a,  h)  überall  eine 
2(bleitung  /"(^)-  ©§  ^i^""  fein,  ba^  /''(^)  in  («/  ^)  mieber  eine 
2tbleitung  l)at.  2)iefe  bejeicl;nen  mir  bann  mit  f"{x)  unb  nennen 
fie  bie  jroeite  2(bleitung  uon  fix),  ^at  f'{x)  in  (a,  t)  mieber 
eine  Stbleitung,  fo  be3eid;nen  roir  fie  mit  /'"(^)  ""^  nennen  fie  bie 
britte  Stbleitung  »on  f{x)  ufro.    ®§  ift  alfo 

ober 

df{x)  =  f'{x)dx,     df'{x)  =  f"{x)dx,     df"{x)  =  f"{x)dxr-- 

3Jian  betrad^tet  in  ber  ©ifferentialrcrf^nung,  roenn  j"  bie  un  = 
abljängige  S^eränbevlidje  ift,  dx  aU  eine  uon  x  gänjlid) 


§öf)cre  Slblettungcn  uitb  Differentiale.  81 

unabf)ängige  ©rö^e.  <2tefft  man  fid^  auf  biefen  ©tanbpunft,  fo 
ift  baä  2)ifferential  von  df{x) 

ddfix)  =  df{x)  ■  dx  ==  f"{x)äo(^, 

'ba^  S)ifferential  f)ieröon 

dddf{x)  =  df"(x)  •  dx^  =  f"'{x)dx^ 

ufttJ.    2)lan  fc^reiSt  ftatt  ddf(x),  dddf{x),  .  .  . 

d'f{x),        d'f{x),  ■  ■  •*; 

unb  nennt  biefe  ©rö^en  ba§  2=te,  3=te, .  .  .  2)ifferential  »on  f(x). 
2)ag  n-te  2)ifferenttal  ^ängt  ba§er  mit  ber  •w=ten  2l6Iettiing 
burc^  bie  Formel 

5u[ammen.    .^iernad^  ift 

^  ^        dx"        " 

b.  \  bie  n=te  Slbleitung  von  fix)  gleid^  bem  ;i=ten  2)ifferential 
Don  fix)  biüibiert  burcf)  bie  ?2  =  te  ^]>oten§  oon  dx. 

(lä  fei  je^t  (roie  in  §  32)  y  =  Fiii)  eine  ?5^un!tion  oon  u  in 
(a,  /3);  ferner  fei  n  =  /(a;)  eine  ^-unftion  oon  x  in  {a,  b),  beren 
2Berte  in  bem  ^nteroatt  (a,  ß)  liegen.  Sann  lä^t  fii^  y  and)  al§ 
^•unftion  oon  x  betrarf)ten,  unb  §n)ar  ift  ^  =  F{f{x)).  5ffiir  rootten 
bie  fufjeffioen  Differentiale  biefer  g^unftion  beredjnen.  2Bir  ne{)men 
an,  ba|  in  (a,  ß)  überaß  bie  2tbleitungen 

F\u),  F'\u),  .  .  . 

ebenfo  in  (a,  h)  überatt  bie  2lbleitungen 

f'(x),  fix),  .  .  . 

ejiftieren,  foroeit  fie  in  unfern  ^yormeln  auftreten, 
^unäc^ft  ift  (nad^  §  32) 

dy  =  F'iu)du 

3)arau§  ergibt  fid^  (nad;  ber  Sf^egel  für  bie  Differentiation  eine§ 
^robuftä) 

d^~y  =  dF\u)  ■  du  +  F'iji)d^u 


*")  SJian  lieft  bte:§:  ä  jroet  f{x),  d  brei  f{x), 
**)  ©tatt  {dx)"-  fi^teibt  man  fur§  dx". 
2t9lu®  197:  ff Diüttle tritt,  Snfinitefimalretfinung. 
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ober,  ba  na(|  §  32 

dF'{u)  =  F"{u)du 

tft, 

d^y  =  F'\ic)du^+  F'{u)d^u. 

SBeiter  finbet  man 

d^y  =  F"'(u)du^-^  SF"(u)dHd^u  +  F\u)d^u 
ujm. 

9cur  bie  erfte  oon  biefen  g^orineln,  b.  lydy  =  F'{ti)du, 
fie^t  fo  au§,  ai§  röenn  ?i  bie  unabfiängige  Seränberlic^e 
roöre.  @ä  gibt  aber  einen  fpejieClen  %ali,  reo  jie  atte  fo  au§= 
feF)en.  ^ft  nämlid^  u  =  Xx  -\-  fi  (k  unb  ,it  ^onftanten  unb  ^^0), 
fo  roirb  du  =  Xdx,  alfo 

d2,^  =  0,  dhi  =  0,  .  .  ., 
fo  ba^  aifgemein 

d'^y  =  F(")(w)(iM« 
rcirb  unb 

^m  ollgemeinen  i[t  jeboci^,  für  w  >  1 ,  F''"Hu)  feineSroegS 
glei(^  fZ"^  bioibiert  burd^  da". 

§  4L    iSfiftiiflf. 

1.  Bir  fünben  (§  29),  ba^ 

(sin.r)'  =  sin  (a;  +  -),       (cosa:;'  =  cos  (:r  -|-  _-J 
ift.    5JtitIjin  loirb 

(sina;)"  =  sin  (aj  +  2  -L      (cosa';)"  =  cos  ( x  +  2-j 
unb  attgemein 

(sina;)'")  =  sinfa;  +  ''oj/      (cosa;)^")  =  cosla;  +  ^^.p  )' 

2.  aöir  roiffen,  ba^  (e^)'  =  e"  ift.    gorglic^  loirb 

2)ie  ^unftion  e"  i)at  alfo  bie  ©igentümlic^feit,  ba^  i()re  fämtlid^en 
l^Ibleitungen  ebenfaUä  gleid^  r''  finb. 

3.  ©ie  Steige 

^0  +  ''i  (^  —  Xq)  +  rjx  —  a-o)^  +  •  •  • 
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f onüergiere  für  \x  —  Xq^  <  q.    Dtennen  roir  if)re  ©umme  f(x) ,  f o 

ift  (ogl.  §  38)  im  ^nnern  von  (j^o  "~  ?/  ^o  +  o) 

f{x)  =  Cq-\-c^{x-  a^o)  -{-  c^ix  -  x^y  -] , 

f{x)  =  Ci  +  2c^{x  —  Xq)  +  3c3(a;  -  x^f  +  •  •  •, 

/•"(o;)  =  2^2  +  3  .  2c,{x  -  a;^)  +  4  •  3c,(a;  -  rr,)^  +  .  .  .^ 

/■'"(aj)  =  3  •  2C3  +  4  •  3  •  2c, (rc  -  a;o)  +  5  •  4  •  3c5(ä;  -  x^f-^-  ■  ■  -, 

^ierauä  folgt 
c  -f(x)      c   -^-^-^      c  -  ^-^^       c  -  f^^ 

@ä  ift  alf 0  für  \x  —  Xq\  <C  q 

+  ^^^-CM  +  ■■■ 

§  42»   1er  ^atjl0rfitje  Cctirfa^. 

3Son  -F(a;)  mögen  in  (a,  h)  bie  StSIeitungen 
F\x),  F"{x),  .  .  .,  F^"\x) 

CEifticren.    Xq  unb  aj^  feien  groei  SBerte  in  (a,  &).   'Tßir  raoQen  unö 
fragen,  lüie  genau  F(xj)  burd) 

F{^o)  +  "^F'{x,)  +  .  .  .  +  ^?i^=L^^(«-i)(..J 

bargeftettt  lüirb.    2öir  roollen  un§  alfo  mit  ber  2)ifferen^ 

Rn  -  H^i)  -  -F(^o)  -  ^^^T^  J"  (%)  -  ■  ■  ■ 

befd^äftigen.    ©e^en  roir 

0{x)  =  F(a;J  -  F{x)  -  ^^F'(^) 

(n  —  1)!  ^  '" 

fo  ift   0(xq)  =  E„   unb    0(a;j)  =  O.     ©ie  ^^-unftion  0{x)  ijat 

6* 


*■(-)= -^-1^^"'w. 
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auf  ©rurtb  unserer  93orau§[e|ungen  in  {a,  b)  eine  2l6Ieitung,  unb 
jroar  finbet  man 

(«  —  1)1 

9hin  lüollen  rair  unfern  y eraff gemein erten  5[Rittelroertfa§  (§  31) 
auf  bie  Reiben  gunftionen  ^(x)  unb 

■qf(x)  =  (x^  —  xy 
anroenben  {p  eine  pofitiüe  ganje  3'^^0-    '^^'^  jenem  ©a^e  ift*) 

b.  \).  e§  ift 

E  (x.  —  |)»-P 

(a;^_a;,)P  {n-l)\p  ^^^-  . 

Öierauä  ergibt  fid^,  roenn  man  * 

5  =  a?o  +  '^('^1  —  Xq) 
fe|t. 


•ö-  liegt  5ix)ifc^en  0  unb  1. 

3Sir  !önnen  fomit  folgenben  ®a^  augfpred^en:  2Benn  F{x) 
in  {a,  h)  w  -  mal  bifferengierbar  ift  unö  x  unb  x -\- h  in 
(a,  h)  liegen,  fo  gilt  bie  g^ormel**) 

Fix  +  h)  =  F{x)  +  ^i^'(^)  +  ^iF"{x)  +  ■■■ 


unb  man  l^at 


2)a6ei  ift  i?  eine  beliebig  gemä^lte  pofitioe  gange  S'^^)'^ 
unb  0<'^<  1. 

©e^en  roir  /(  =  dx,  fo  lautet  bie  ^ormel: 

F{x  +  dx)  =  F{x)  +  — p  +  ~^^  +  •  •  •  +  -(;^- ^  +  i?„. 


*)  2)ie  33ebingun(]en  be'3  <Ba\}cS-  ftnb  alle  erfüllt. 
**)  Wan  nennt  fie  bie  ^^aljlorfc^e  g-ormel. 
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unb  für  JR„  'i)at  nxan 

\d''F{x)}^_^^^  bebeutet,  ba^  nod^  Silbung  oon  crF{x)  für  x  gu 
fe|en  tft  x  -f-  ^■li. 

9iod^  fürger  fd^reibt  fid)  unfere  ?yormeI,  lüenn  roir  F{x)  =  y 
unb  F(a;  +  f?a;)  —  F{x)  =  z/?/  fe^en.  S)Qnn  nimmt  fiefolgenbe 
©eftalt  an: 

^^~   11    '     21    +         +  (n-1)!  +    (w-l)li,  ^    ^/jx+.n- 
(0<'a<l) 
^ür  p  =  n  I}a6en  nur 

^        11   "^     21    "^  ^  (w  — 1)!  "^  «! 

für  i»  =  1 

"^y  =  11  +  Tf  +  •  •  •  +  («=fi  +  V^V^^  ^^^^^^^' 

■ö-  unb  %■  liegen  beibe  jrcifd^en  0  unb  1. 

§  43.    Bk  ^n5lorfii)c  Hftljc. 

2öenn  i^(a^")  in  [a,  b)  unbefd^ränft  bifferenjierbar  ift,  b.  ^. 
alle  ^(bleitungen  befi^t,  unb  x  unb  a-  +  h  in  (a,  &)  liegen,  fo  fann 
e§  fein,  baf5  in  ber  S^aplorf^en  'gormel 

lim  J?„  =  0 
roirb.     :3ft  bieä  ber  ^all,  fo  ^aben  lüir  (ogl.  §  17) 

F{x  +  70  =  F(x)  +  ^F'(x)  +  ^i  ^"(^)  +  •  •  • 

2)ie  redete  Seite  biefer  ^ormel  nennt  man  bie  ilai;lorfc^e  9fteif)e*) 
ber  gunftion  F(x). 

2ßenn  für  w  =  1,  2,  3, .  .  .  unb  für  atte  äöerte  &  jraifd^en 
0  unb  1 

|ir(«)(a;  +  ^/01  <:ä 

ift  {Ä  fott  eine  ^onftante  fein),  fo  fann  mon  fidler  fein,  baf}  B^ 


*)  3ni  Satte  a;  =  0  nennt  man  fic  bte  9!)Uc=Sourtnfd^c  9fictf)e. 
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naä)  5JluK  fortüergiert.    ^n  ber  "Xat  ift  für  j?  =  w 
alfo 


^n  =  ^-F("K^'+^/0, 


n\    ^     fil 


5Zun  roiffert  ratr  aber  (§  22),  ba^  bte  9{etl)e 


fonoergent  ift.    ®orQU§  folgt 

lim ^— L  =  0,    mttl^tn  aurf)    lim i?„  =  0. 

1.  (f  liegt  mit  feinen  3l6Ieitungen  (bie,  wie  roir  roiffen,  a\k 
gleid^  e^  finb)  gtüifc^en  e"^  ünb  e*,  raenn  x  bem  ^nternatt  {a,  b) 
angel^ört.  sina;  unb  cosa;  finb  mit  ii)ren  fämtlid;en  2lbleitungen 
bem  ^Betrage  rxad)  f leiner  als  1.  ^ür  alle  biefe  ^unftionen  gilt 
folglicf)  bie  ^-ormel 

F{x  +  ]>)  =  F(x)  +  ^F'{x)  +  ^^F"{x)  4-  •  •  • 

(Erfe^en  mir  x  burd;  0  unb  h  burc^  rr,  bilben  mir  alfo  bie  2Rac  = 
Saurinfdfie  9teil)c 

F(x)  =  F(0)  +  ^F'(O)  +  f  Jf"(0)  +  •  •  •, 

fo  finben  mir 

cos  a;  =  1  —  21  +4^1  r 

sm aj  =  j-j  —  ^  "öl  "*■■■■  • 

2.  y  =  log(l  +  a:)  l)at  für  a:  >  —  1  alle  Slbleitungen.  ©ö 
ift  nämli{|,  roenn  mir  1  +  a;  =  w  fe^en*). 


*)  ®§  liegt  '^icr  ber  ?5aU   u  =  Xx-^\i  oor,  bcn  mir  in   §40 
befprnc^en. 


50et)ptcie.  ö  < 

dy  =  ii~^du,       d^y  =  (—  l)u~^du^, 
d^7j=={—  1)(-  2)ii-Mti^,.  .  ., 
olfo  roegen  du  =  dx 

^  =  (-l)(-2)...(-«  +  l)«-". 

gür  a;  =  0  rairb  log(l  +  x)  nuH,  unb  bie  2{6teitungen  nehmen 
bie  9Berte  an: 

1,     -1,     1-2,    -1-2-3,---,    (-iy-H-2'S---{n-l). 
®te  3Rac=2aurinfci^e  ^ormel  lautet  alfo: 

2  / ^  sTi  —  2    n  —  1 

iog(:i  +  ^)  =  f-^  +  ---  +  ^=-|^-  +  i?„,  (— ^) 

unb  man  I}at 

^ft  1«!  <  1,  fo  fe|e  man  jj  =  1  unb  fd^reibe 

S)a  d-x  jmtfc^en  —  '9'  unb  &  liegt,  fo  liegt 

^-^    jmtfc^en    ^-^^    unb    ^IT^  =  1, 

alfo  graifd^en  0  unb  1.    Slu^erbem  ift  offenbar  1  +  -ö-x^  1  —  -9-  a;| 

>l-|a;|. 

3ttfo  l)ahen  mir 

folglid^  lim  J?„  =  0  unb 

log(l+a.)=.f-:|-  +  ^-... 
Söenn  x  =  1  ift,  fo  fe^e  man  p  =  n.    2)ann  rairb 
i?   =(_!>- 1^  •^— ^, 
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alfo 


|J?J  <  -^- 


folglid;  lim  -B„  =  0  unb 


log2  =  l-^+|-.-- 

2([Ic  btefe  ^lefultate  finb  un§  fdjon  belannt,  unb  tüir  roiffen 

aud),  ba^  bie  9teif)e  t  ~  y  +  ^ f"'-'  ^  =  —  1  "nb  a:  |  >  1 

ntd^t  fonüergiert,  fo  ba^  alfo  bie  3^ormel 

nur  für  —  1  <  a;  ^  1  gilt. 

3.    ?/  =  (1  +  xy  l)at  für  a;  >  -  1   atte  Slblettungen*). 
<Se^en  nix  raieber  1  +  a:;  =  m,  fo  ift 

alfo  wegen  (?m  =  dx 

pr  a;  =  0  rebu^ieren  f^^;  ///  ^.  ^.  •  •  •  a"f 

1,    ft,    fA(f*  —  1),.  . . 

S)ie  3Jiac=Saurinfd^e  ^ormel  lautet  alfo: 

(1  +  ^)^  =  1  +  (^)a;  +  Qa^^  +  . . . +^  ^)a-^  +  i?,, 
unb  man  f)at 

R^  =  "  f Jl'^ (1  +  &xy - "(1  -  d-y-Px" .      iooKi) 
SBenn  ;  a;  i  <  1 ,  fo  fe^e  man  p  =  1  unb  fd^reiSe 

«.=-(i+*-)'-'(/:^r'-«(:)^"-'- 

©er  brttte  ^-aftor  Hegt,  rcie  wir  roiffcn,  jioifdjcn  0  unb  1 
ber  jnieite  jroifd^en  1  unb  (1  +  a;)''~^     ^vft  K  bie  größte  unter 


*)  3)cn  triöialen  %aü.  jt  =  0  fci^Uc^en  mx  im  folgenben  nu^. 
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Saijkn  1  imb  (1  +  it^)"~\  fo  f)aben  tüir 

\K\<n{%\^-'K. 
5Run  fonoergtert  für  \x\<l  bte  3ftei^e  (®.  79  f.) 

folglid^  aud^  bie  Steige 

unb  e§  ift  bal^er 

mitfiin  limjB„  =  0,  fo  ba^  roir  l^o6en: 

(l  +  ^)-  =  l  +  (^)^+(^)^^  +  ---(|:r|<l). 

2)tefe§  9tefultat  ift  un§  fc^on  befannt  (ogl.  §  39). 

§  45-    IHflnma  uitö  lltintmfl. 

9J?an  fagt,  fix)  fiabe  an  ber  ©teile  x^  ein  SKajimum*) 
(SRinimum),  roenn  fid)  um  a-^  ein  ^nterroall  (x^^  —  e,  Xq  +  e) 
fonftruieren  lä^t,  fo  baJ5  /"(tq)  ber  gröjste  (fleinfte)  ^un!= 
tionäroert  in  biefem  ^nteroall  ift.  3Sir  fe^en  t)orau§,  ha^  x 
im  ^nnern  eines  ^nterüaUg  (a,  b)  liegt,  in  roeld^em  f{x)  befiniert 
ift.  ^ür  3Jiajima  unb  9)Zinima  l)at  man  aud^  ben  gemeinfamen 
5Ramen  ©jtrema  (^luraliS  »on  ©Etremum). 

SBenn  /'(a'o)  ^^^  S^tremum  ift  unb  bie  Slbleitung  fix^) 
ejiftiert,  fo  mu^  /'(^o)  =  ^  fein. 

^ft  1^1  <  £,  fo  ^aben  bie  S)ifferen3en 

f(x  +  h)  -  f(x)  unb  f(x  -  70  -  f(x) 
basfelbe  3^^^"/  «^l^fo  i'ie  ^ifferengenquotienten 

f(x-i-h)-ax)       fix -h)- fix) 
h —  ""^  — =^ — 

entgegengefe^te  3ei^en.    9Zennen  wir  u  bcn  pofttioen,  v  ben  nega= 


*)  ober  fiXf,)  jei  ein  SJlajitnum  (SDtintmum). 


90  I^-  ®tffcrentialrec^tiung. 

tioen  von  i^nen,  bann  l^at  man 

lim  it  =  /'(^o)   ""^   ^^"^  ^  ^  fi^o)- 

h  =  0  A  =  0 

3tu§  ber  erften  ©leid^ung  tft  ju  fd^Iie^en,  ba|  /''(^o)^^'  '^"^ 
ber  jrceiten,  ba^  r(^o)  ^  ^  f^^"  "^"i  ^^olglid)  tft  /"'(^o)  =  0- 
2ln  ber  ©teile  x  =  Xq  i[t  alfo  bie  Tangente 
ber  Silbfurüe  oon  /'(a;)  parallel  jur  ic^SIc^fe. 
2Ran  fiel)t  fofort,  ba|  bieö  nur  eine  not= 
roenbige,  aber  feinegrcegg  eine  l^inreidjenbe 
S3ebingung  für  ba§  ßintreten  eines  @jtre= 
mum§  ift  (ügl.  ^-ig.  13).  Söeifi  man  nur, 
baf5  /' [Xq)  =  0  ift,  f 0  fann  man  noc^  nid^t 
bel)aupten,  ba^  fix^)  ein  9)iajimum  ober 

■ >  SRinimum  ift.    ^n  ber  ^rajiä  fann  man 

biefe  33el)auptung  gemöfinlic^  auf  ©runb 
^^'  be§  folgenben  (Sa|eß  mad^en: 

2Benn  f(x)  im  Innern  üon  (x^  —  e,  Xq-\- i)  überaß  eine 
2lbleitung  ^at  unb  biefe  Stbleitung  ift  für  x  <  x^  pofitio, 
für  x^Xq  bagegen  negatio,  fo  ift  f(xQ)  ein  5Rajimum. 
^ft  bie  Slblettung  für  x  <.Xq  negatio,  für  x'>  x^  bagegen 
pofitio,  fo  ift  /(a^o)  ein  5Rinimum. 

^m  erften  ^^-afte  gilt  nämlid)  foIgenbe§:  Üi>enn  x  ron  x^  —  e 
bis  Xq  junimmt,  fo  mäd)ft  f(x);  nimmt  aber  x  roeiter  oon  X(^  bi§ 
Xq  +  s  gu,  fo  nimmt  f(x)  ah.    ^m  groeiten  ^alle  ift  e§  umgelef)rt. 

§  46.    CSrö^tfr  unli  hlftujtfr  iFimhtioiiöuifrt  tu  tnmn 
twUx^tn  Snirntnll. 

f(x)  fei  für  a  ^x  ^b  au§na'^m§lo^  ftetig.  ©in  in  {a,  b) 
ent{)altene§  QnternaH  (a,  ß)  motten  mir  ein  auSgejeid^neteS 
^eilinterüall  oon  (rt,  fo)  nennen,  menn  e§  in  (a,  b)  feinen  ^-unf^ 
tionSroert  gibt,  ber  bie  fämtlidjen  ?^unftion§merte  in  (a,  ß)  übertrifft. 

SBenn  man  (a,  h)  mittelft  be§  25>ertcö  c  =  — ^ —  in  (a,  c) 

unb  (f,  b)  gerlegt,  fo  ift  roenigfteng  ein§  ber  beiben  ^Teilinteroalle 
ein  au§ge3eid)nete§.  ©onft  liefen  fid^  nämlid)  in  (a,  b)  x^  unb  Xo 
fo  roätjlen,  ba^ 

für   a^x^c  /'(a;)  < /'(.Tj ), 

für    c^x£b  f\x)<f{xi) 
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roäre.  ßiner  ber  beiben  SBerte  f{x.^,  f(x^)  roäre  aläbann  größer 
qI§  alle  ^unfttonöroerte  in  (a,  b),  roa§  offenbar  ein  2öiberfprud^  ift. 
@g  gibt  alfo  in  (o ,  b)  ftd)er  eine  au§ge,^ei(^nete  -öälfte  (a^,  b^), 
ebenfo  in  (a^,  h^)  eine  auSgejeid^nete  ^älfte  (a^,  &,)  "f™.  ^ft  § 
ber  gemeinfame  ©renjroert  oon  a„  unb  &„,  fo  lä^t  fid^  geigen,  ba^ 
/'(§)  t)on  feinem  ?yunftion§n:iert  in  (a,  b)  übertroffen  n)irb. 
2ßäre  i  33.  /-(^o)  >  f{^,  fo  gäbe  e§ 

in  («1,  fci)  eine  (Stelle  ^i,  fo  ba^  /'(^'J  ^  f($o), 

in  (»2,  &2)  ei"6  ©tette  ^g,  fo  ba^  /"(^g)  ^  /"(^i)/ 

in  («3,  ftg)  eine  ©telTe  ^„  fo  ba^  f{^,)  >  fCQ 

ift,  ufra.    2)a  lim  §„  =  ^  ift,  fo  f)at  man  luegen  ber  ©tetig!eit 

STnbrerfeitg  ift  aber  lim  fCQ  ^  /"(,%)  >  /■(^). 

SSenben  mir  biefetbe  S3etra(^tung  auf  —  f(x)  an,  fo  gelangen 
mir  ju  einem  ?^unftion§roert  f{^),  ber  in  (a,  b)  ber  üeinfte  ift. 

G§  gilt  bemnacf)  ber  folgenbe  fjum  erften  3}tal  ron  SBeier-- 
ftra^  au§gefprod)ene)  ©a^: 

SBenn  /"(a;)  für  a^x^b  au§na^m§Io§  ftetig  ift,  fo 
gibt  e§  in  (a,b)  eine  ©teile  t,  unb  eine  ©teile  '^,  fo  ba^ 
/■(l)  ber  größte,  /"(!)  ber  fleinfte  2Bert  ift,  ben  f{x)  in  (a,  &) 
annimmt. 

Siegt  I  im  ^nnern  oon  (a,  b)  imb  ejiftiert  bort  bie  2tbleitung 
f'(x),  fo  ift  notraenbig  f'{^)  =  0;  benn  uon  ben  2;ifferenjenquo= 
tienten 

/•(i  4- Ä) -/■(!)     fa-h)-m) 


—  h 


(h  >  0) 


ift  ber  eine  x  grö|5er  gleic^  9RuII,  ber  anbere  v  fleiner  gleid^  9?uII. 
2)a  bei  nad^  9^utt  fonoergierenbem  /«  fomo^I  lim  u  =  f'(^),  olä 
aud^  lim  v  =  /''(^)  ift,  fo  !ann  /"'(§)  meber  pofitio  noc^  negntio 
fein.  2öenn  ^  im  ^nnern  oon  (a,  6)  liegt  unb  bort  bie  2lbleitung 
f\x)  ejiftiert,  fo  ift  f  g)  =  0. 

5Ran  fann  l^ierau§  einen  neuen  SemeiS  be§  Stfieoremä  oon 
Stolle  geroinnen  (§  30).  '^aä)  ben  bort  gem.acf)ten  23orausfe|ungen 
mu§  nämlid^  roenigftenS  eine  ber  beiben  ©teilen  |,  ^  im  Innern 
t)on  (a,  b)  liegen. 
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§  47.    ^dfiJtdf. 

1.  a^,  «2/  ('s,  ■    -,  On  f^^^"  gegebene  ^o^ten.    2öir  furfjen  x 
fo  gu  6e[ttmmen,  ba^ 

f{x)  =  {x  —  «J-  +  (a;  —  ög)^  +  •  •  •  +  (■^'  —  (/„)^ 

möglid^ft  !(ein  roirb.    SBir  finben 

fix)  =  2(a;  -  r^,)  +  2(.r  -  r/g)  +  •  •  •  +  2(a;  -  aj 

=  2«(a; J- 

§ter  ifl 

CT,  4"  öf»  -l-  •  ■  •  ß™ 
für    a;<-^-:^:-^^: ^  TC^X  0, 

bagegen 

für   ^>-^-V ^         r(^)>0. 

®arau§  fcfien  roir,  ba^  bie  ^unftion  f{x)  an  ber  ©teile 

«1  +  «2  H f-  «„ 

a;  = 

n 

ein  SJiinimum  unb  jugleid)  tfiren  fteinften  3Bert  ^at 

2.  ©in  3t)Imbrifd;e§  (oben  offenes)  ©efä^  ju  fonftruteren,  n)e(= 
^e§  bei  gegebener  Dberflädje  einen  möglid)ft  großen  ^nl;alt  [)at. 

r  fei  ber  ©runbrabiuS  unb  h  bie  ^ö§e  beä  ©efä^e§.    ®ann 
ift  bie  Dberflädje 

Ttr"  -\-  27trli  =  S, 
ber  ^nt)alt 

Tcr^Ä  =  7. 

3)a  au§  ber  erften  ©leid)ung 
nrn  =  — 


2 
folgt,  fo  roirb 

„ Sr  —  nr 

~         2 


S)ie  ißeränberlid^e  r  ift,  raie  bie  ©leid^ung  für  S  le^rt,  auf  ba§ 
^nterüalt  (o,  ]/^ )  befd;ränft. 

dV  _  S~S7tr^ 
dr  ~         2 


Differentiation  öon  f{,r,  y).  93 

ift  püfitii)  füi-  0  <  '■  <]/ 3^  "»i>  necjattü  für  |/  ^^  "^■^'^'y^' 
Sie  ^imftion  7  Ijat  alfo  für  ^'  =y^  *•''"  '3)tajimum  unb  gugleid^ 

it)ren  größten  äBert.    ^erec^net  man  //,  fo  finbet  man  h  =1/3  -• 

@g  ift  alfo  /*  ==  r.  Sag  ©efä^  mu^  fo  befdjaffen  fein,  ba^ 
bie  §ö{)e  gleicf)  bem  ©runbrabiuä  ift. 

§  48.    Htfercuttattiiu  imi  ßim\\\mm\  mt\}uvtt 
lleritulifrlidjer. 

2Bir  befd^ränfen  m\^  auf  ben  %aU  von  jsmei  unabhängigen 
33eränbcrli(^en  a:;,  v/,  bie  mir  a(§  Stbfjiffe  unb  Orbinate  eineä  ^unf= 
teä  in  S3e5ug  auf  ein  red}tminfligeä  2(cf)fenpaar  beuten  motten. 

2i5enn  e§  fid^  um  eine  g^unftion  z  =  f{x,  y)  l)anbelt,  fo  brandet 
fie  nid^t  für  atte  SSertfpfteme  (x,  y)  befiniert  ju  fein,  fonbern  nur 
für  eine  gemiffe  DJknnigfaltigfeit  fol(^er  SSertfpfteme  ober,  geometrifd^ 
gefprod^en,  in  einer  getuiffen  ^unftmenge  (ügl.  ©.  10).  2)iefe  ^un!t= 
menge  fann  5.  S.  auä  allen  fünften  eineä  9ted;tedEl  befielen,  beffen 
(Seiten  parattel  ju  ben  ^oorbinatenac^fen  finb;  x  unb  y  finb  bann 
ben  Sebingungen 

a  ^  X  ^h ,      c  ^y  ^d 

unterroorfen.  @ine  fold;e  ^unftmenge  motten  mir  al§  dn  (jmei= 
bimenfionaleä)  ^nteruatl  bc^eid^nen  unb  bafür  (a,  6;  c,  d) 
fdjreiben. 

3Bir  nel)men  jel^t  an,  ba^  f{x,  y)  in  bem  ^nteroatt  (a,  b; 
c,  d)  befiniert  ift.*)    Sann  ift,  roenn  c^y^-^d, 

in  bem  ^nteroatt  (a,  h)  eine  ^unftion  üon  x  unb 

roenn  a  -^x^-^l),  in  bem  ^nteroatt  (c,  d)  eine  ^unftion  oon  y. 
©jiftieren  nun  cp  {x^,  '^'{Vo),  fo  nennt  man  g)'(^o)  ^^^  '^^' 
leitung  oon  f{x,  y)  nad^  x  unb  '^'{jl^  bie  2{bleitung  oon 
f{x,  y)  nad^  y  an  ber  ©teile  (xq,  y^.  Seibe  lieifeen  bie 
partiellen  Slbleitungen  oon  f(x,  y)  an  ber  ©tette  (x^,  y^ 


*)  ®amtt  ift  ni(^t  au^gefditoifen,  'aa.%  f{x,  y)  aud^  nod^  für  anbete 
^un!te  befiniert  ift. 
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unb  i^re  Öererfinung  bie  partielle  2)ifferentiation.  dJlan  l^at 
für  <p'(xq)  bie  Se^eid^nung  fx{xQ,  y^,  für  V(i/o)  ^^^  S3e3eid^ming 

©jiftieren  fx{x,  y),  f'yix,  y)  in  bem  S^teroatt  {a,  l;  c,  d), 
\o  lann  e§  fein,  ba^  fie  fid^  an  ber  ©teile  {x^,  y^  roieberum  nad; 
X  unb  y  bifferenjieren  laffen.  Sie  2tbleitungen  oon  fx{oc,  y)  na6) 
X  unb  y  an  ber  ©tette  {x^^,  yo)  begeirfinet  man  mit 

fxx{xQ,  2/0)  Sjro.  f^y{xQ,  y^), 

bie  2(bleitungen  oon  fy{x,  y)  nac§  x  unb  y  a.x\  ber  ©teile  (x^,  y^) 
mit 

fyxix^r  yo)  hm-  f'yy{H>  i/o)- 

®iefe  öier  ©rö^en  nennt  man  bie  partiellen  2lbleitungen 
Sroeiter  Drbnung  üon  f{x,  y)  an  ber  ©teile  (xq,  y^).  ^n  ä^w- 
lid^er  2Beife  roerben  bie  partiellen  Stbleitungen  britter  unb  {)öl)erer 
Drbnung  befiniert  unb  bejeic^net.  @ö  gibt,  roie  man  fiel)t  2"  par= 
tielle  3(bleitungen  ^j:ter  Drbnung.  ^ür  geroöI)nUd^  rebujiert  fid§ 
aber  il)re  3aI)I  auf  n  +  1,  maä  man  mit  §ilfe  beä  folgenben  ©a^eg 
nac^meifen  fann: 

2Benninbem^nten)aII(a,?>;c,d)/^Jj,unb/'^'2:eEiftieren*) 
unb  an  ber  ©teile  {xq,  y^)  in  {a,  b;  c,  d)  ftetig  finb,  fo  i[t 

txy\XQ,  y^)  =  t yxKpfj,  yo)- 

3)ie  ©tetigfeit  einer  ^^unftion  uon  jroei  33eränberlid^en  roirb 
ganj  ä^ntic^  befiniert  roie  bie  einer  ^unftion  oon  einer  S3eränber= 
lid^en.  F{x,  y)  Ijei^t  an  ber  ©teile  (x,  y)  ftetig,  roenn  avi^ 
lima;„  =  X,  lim  ?/„  =  «/  immer  f 0 Ig t  lim  JP(a;„ , y^  =  F(x,y) ;  babei 
muffen  alle  fünfte  {x^,  yj  fomie  aud^  ber  -^unft  (x,  y)  ber  ?ßunft= 
menge  angel)ören,  in  ber  F(x,  y)  befiniert  ift. 

Um  nun  ben  obigen  Qai^  ju  beroeifen,  betrauten  mir  ben 
2tu§brudf 

f{xQ  +  h,  j/o  +  Ic)  —  fix^  +  //,  ^0) 

~  fi^'O'  yo  +  ^^)  -i-  K^or  yo); 

(xq  -f  h,  y^  +  /.■)  foll  rote  (x^,  y^^)  in  («,  b;  c,  d)  liegen,   ©e^en  mir 

f,{x)  =  f(x,y,  +  Jc)-f{x,y^). 
unb 

f^iy)  =  f(xo  +  ^',y)  —  f{xQ,  y), 

*)  D'JatürHc^  muffen  bann  auc^  f\  unb  Z"',^  ejiftiercn. 
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fo  roirb  ber  obige  2lu§brudf  gleid^ 

unb  anä)  gleid^ 

hiyo  +  ^)  -  /2(%)  =  /'-/^C^  +  '^2^0; 

-^1  unb  •9'2  liegen  jn)ifd;en  0  unb  1*). 
Wlan  §at  aber 

f,{x,  +  ^i/O  =  /;(:ro  +  ^i7^  yo  +  ^O  -  /^(^o  +  ^i^'v  ?/o) 
unb 

f^iVo  +  ^2^)  =  /"vK  +  ^h  Vo  +  ^2^')  —  fyi:^Q>  %  +  '^2^0 

O-j  unb  •^■g  liegen  roieber  groifd^en  0  unb  1**). 
2Bic  roiffen  alfo,  ba^ 

ift.  Soffen  rair  h  unb  /.'  nac§  9^utt  fonoergieren,  fo  fonoergieren 
bie  beiben  Seiten  ber  ©leid^ung  x\a6)  fxyix^,  y^)  unb  f,jx{x^,  jQ, 
fo  ba^  /^xy(a^o/  2/0)  =  /7^(^o/  %)  fein  mufe. 

2)iffcrcntiolc  öon  /(x,  ?/). 

3Benn  f{x,  y)  in  einem  ^nteroatt  befiniert  ift  unb  an  ber 
©teUe  {x,  y)  in  bemfelben  bie  partiellen  Stbleitungen  fx,  fy  ejiftieren, 
fo  nennt  man  ben  2(ugbrucf 

fx{xij)]i  +  fy{x,  y)Jc 

ba§  ^Differential  oon  f{x,  y)  an  ber  ©teile  {x,  y)  unb  be= 
jeid^net  e§  mit  df{x,  y).  h  unb  Je  finb  groei  ©rö^en,  bie  oon 
^/  y  gänglid;  unabl)ängig  finb.    ©e^t  man  in  ber  ^ormel 

df{x,y)  =  r,h-^fyJc 

f  =  x  unb  f  =  y,  fo  ergibt  ftd^ 

dx  =  ]i ,     dy  =  Ä;.  ^ 


*)  ®te  SSebinqungen  bei  SJüttelroertfa^e?  finb  auf  ®runb  unferer 
SSorouSfefeungen  erfüCt. 

**)  k\x6)  ^ier  finb  bie  93ebingungen  bei  SHittetoertfafecl  erfüllt. 


9G  n.  2)ifferenttalte(f)nung. 

2Btr  fönnen  alfo  h  unb  /.•  alö  bie  Differentiale  »on  x  unb  y  be= 
trad^ten  unb  fd^reiben 

f^fe  y)  ^  fxdx  +  fydy. 
S)ag  S)ifferential  üon  (Z/"(a;,  y)  be§eid^net  man  mit  ä'^fi/,  y),  bae 
Differential  fiiemon  mit  d^f{x,  y)  ufro.    3[Ran  {)at*) 

=  r^xti^^  +  Cydxdy  +  fy^dxdy  +  /''2,'2,rf«/- 
ober,  roenn  /^^^  =  fL  ift, 

cZV(^/  2/)  =  f'xxdx^  +  2fxydxdy  +  fyydy'^. 
^n  äfinlid^er  2Seife  berechnet  man  f?^/"(a::,  2/)/  <^*/'(^/  3/)  ufro. 

§  49.    iiferfittinttou  jufammfugefeljtcr  4^uuktionett. 

F(u,  v)  fei  eine  g^unftion  r»on  u,  v  in  bem  ^nteroatt  («,  ß;  y,  S), 
f{x,y)  unb  g{x,y)  ^^unftionen  üon  x,y  in  bem  ^nteroall  (a,  ^;  c,  rf); 
aufierbem  feien  f{x,y)  unb  g{x,y)  fo  befdjoffen,  ba^  immer 

a  ^  /'(a;,  2/)  ^  ^  unb  y  ^  ^(rr,  2/)  ^  «5 
ift.    ©e^t  man  bann 

u  =  f{x,y),  V  =  g(x,y) 
unb 

^  =  F{u,  v), 

fo  ift  5;  burci)  9?ermittelung  oon  m  unb  v  eine  g^unJtion  non  a;  unb  y, 
unb  graar  roirb 

g  =  F{f{x,y),  g{x,y)). 

2Bir  motten  baö  Differential  f^^-  bered^nen.  SSorauigefe^t 
roirb,  ba^  in  {a,l)\c,d)  f^,  fy,gx,g'y  ejiftieren,  unb  in  fa, /3; 
y,  ö)  F'u,  F'„.  3Son  F'u,  F'„  f orbern  roir  ferner,  ba^  fie  in  (a,  ß; 
y,  ö)  ftetig  finb. 

/I^(p{/iy(p)  fei  ber  3uroad^ä,  ben  eine  ^un!tion  (p  erfäEjrt,  roenn 
man  x  burdj  x  -\-  /ix  {y  burd;  y  +  ^y)  erfei^t**).    Dann  ift 

J^z  =  F{u  +  J^u,  V  +  J^v)  —  F{u,  v) 

=  F{u  +  ^^»,  V  4-  /^^t;)  -  l^(w,  V  +  z/^v) 

+  Fiu,  V  +  z^.t;)  -  F{u,  v), 

*)  cia;  unb  dy  finb  aB  Äonftanten  anjufe^eu. 
**)  (.^rV)  wnb  (a;  +  Jx,  y  -\-  Jy)  mögen  beibe  in  (a,  b\  c,  d) 
liegen. 
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alfo  nad^  bem  9JtitteIiüertfa| 

folglich 

Saffen  rotr  Jx  nad^  Diutt  fonüergieren,  fo  loirb 

lim  -;: —  =  Ux,  lim    . —  ==  Vx 

alfo 

lim  z/^M  =  0,  limz/^ü  =  0. 

9Kan  ^at  batjer,  raeil  J^L  unb  .F^  an  ber  ©teile  {u,  v)  [tettg  finb, 

limi^'^M  -\-  xfA^u,v  -^  Axv)  =  F'u(%i,  v), 

lim  Fl  {u,  V  +  'Q'Axv)  =  -F"»!**,  ■y) 
unb 

A  z 
z'x  =  lim  -^  =  J^^'j.M'a.  +  F'„Vx. 

@6enfo  finbet  man 

A  z 

^'y  ^  ^^^  A^  ^  '^'"^i'  +  -^"^^• 

@§  i[t  fomit 

dz  =  z'xdx  -\-  z'ydy  =  F'udii  +  F'^dv. 

©enau  ebenfo  roürbe  ba§  Differential  dz  auöfe^en, 

roenn  u  unb  v  bie  unabl^ängigen  35eränberli^en  roären. 

SBenn  bie  groeiten  Slbleitungen  üon  u  unb  v  in  {a,  b;  c,  et) 

ejiftieren  unb  bie  groeiten  Slbleitungen  üon  F{u,  v)  in  (a,  ß]  y,  8) 

ftetig  finb,  fo  ^at  man*) 

d^z  =  dF'udu  +  dF'^dv 
+  F'ud^u  +  F'.d^v, 
alfo 

*)  SSlr  benu^en  :^ier,  'üa!^  d{uv)  =  udv  -\-vdu  ift.  2)aä  ergibt 
fid)  au§  ber  aügenteinen  f^ormel  für  dz,  roenn  wir  F{u,  v)  =  uv 
jefeen. 

aigiu®  197:  ffoioatett)8ti,  ^nfinftefiinalred^nung.  7 
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©ie  2(u§brüife  für  cl^s,  d^s, .  .  .  laffert  ftd)  aud)  leidet  ex- 
l)aiUn.  ^ebenfalls  fel)en  bie  g-ormeln  für  d'-^z,  d'^e,  .  .  .  anber§ 
au§,  al§  tüenn  u  unb  v  bie  unabf)ängtgen  3?eränberlidjen  finb.  2l6er 
luenn  u  unb  t»  uon  ber  ^orm  Xx  -{-  ^y  -\-  v  (X,  ^,  v  ^onftanten) 
finb,  feigen  fie  ebenfo  au§,  roetl  bann  d'^u  =  d^u  =  ■  ■  ■  =  0  unb 

d^V  =  (^3;;  =  .  . .  =  0  ift. 


^ritteg  tapitel 
§  50.   las  unbeflimmtf  SntegraL 

3Benn  i^(a;)  für  a^x^b  bie  2(bleitung  /"(ic),  alfo  ba§ 
^Differential  f(x)dx  l)at,  \o  nennt  man  F(x)  ein  integral  oon 
f(x)  ober  pon  f{x)dx  in  bem  ^nteroall  (o,  h)  unb  fd^reibt 

iy^(a;)  =  ff{x)dx 

{F{x)  gleid^  ^ntegrat  f{x)dx)*).    S)iefe  g^ormel  ift  alfo  oöttig  gleid^= 
bebeutenb  mit 

dF(x)  =  f(x)dx. 

3ft  -Fo(^)  ^"^  S^tßS'^öl  »on  f{x)dx  in  (rt,  i^")  unb  i^(rr) 
ebenfalls  ein  folc^e§  integral,  fo  ^at  man 

äFQ(x)  =  f{x)dx,  dF(x)  =  f{x)dx, 

alfo 

d{F{x,'  —  Fq{x))  =  0. 

F(xj  —  Fq(x)   l)at  bemnac^  (»gl.  (S.  58)   für  a  ^x  ^b   einen 
fonftanten  äÖert  C,  b  l).  eg  ift 

JP(rr)  =  F,{x)  +  C. 

Itmgefe^rt  ift  Fq{x)  +  C',  maö  aud)  bie  .^onftante  C  fein 
mag,  immer  ein  integral  oon  f{x)dx,  roeil 

d{F,(x)  +  C)  =  r?i^o(a;)  =  /•(:r)c^:r 
ift. 


*)   SBenn  F{x)  nur  im  ^nnern   üoit  (a,  ft)  bie  '^tbleitung  /"(x) 
I)at,  jo  fagen  tutr,  1'^(.t;  fei  innerhalb  (a,  ?>)  ein  ^futegral  öon  f\x). 
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Ff^{x)  +  C  nennt  man,  weil  barin  bte  unBeftimmte  ^on= 
ftante  G  auftritt,  ba§  unbeftimmte  ^ntegral  von  f{x)dx. 
S'ebe§  integral  üon  f{x)dx  läj^t  fid)  avi<<>  bem  unbeftimmten  ^nte= 
gral  burd)  ©pesialifierung  ber  i!on[tanten  C,  ber  fogenannten 
^ntcgrationäfonftanten,  erfialten. 

@ine  f^unWon  f{x)  integrieren  fiei^t  i^r  unbeftimmteS 
integral  finben. 

§  51.   Mfptde. 

1.  ^[t  ^  ber  ^onüergen§rabiu§  ber  ^otenjreifje 

ÜQ  -\-  ciy  X  -\-  a,,  x^  -{-  ■  ■  ■ 
unb  fe^t  ma.x\ 

f  (x)  =  ÜQ  -\-  a^  X  -\-  a^  x'" ■  ■  ( I aj I  <  p) 

fo  roirb  innerl)alb  (—  q,  q) 


ß 


f{x)dx^C  +  a,x-^  "^-*  +  %*-  + 


9^oc^  §  38  r^at  nämlic^  bie  3flei^e 

C-\-a^x  +  -^-—-\-  -\^      ^ 

auc^  ben  ^onüergenjrabiuS  q  unb  für  l^rj  <y  bie  älbleitung  f  {x). 
^nöbefonbere  rairb 


i  {% -\-  a^  X  -\-  •  ■  ■  -\-  a^^  x^)  d  x 


a,  X-  a„  a;«  +  i 


=  C  +  a.oa; +_--+...+ 


2        '    •  •  •     1       ^_|_i 

®aä  integral  einer  ganjen  rationalen  g^unftion  w=ten 
@rabe§  ift  alfo  eine  ganje  rationale  ^unftion  («  +  l):ten 
©rabeö. 

2.  ®aä  integral  einer  rationalen  ^unftion  ift  feineäraegS 
immer  roieber  tmt  rationale  g^unftion.  §ür  n  =  —  2,  —  ^,  .  .  . 
ift  in  jebem  ^nteroall,  roeld^eS  bie  5Jlutt  nic^t  entl)ält, 

d  — ;--  =  x"  dx, 
n-\-l  ' 

alfo 


/^ 


n  +  1 
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dagegen  ift  für  a;  >  0 

/dx 
— ^C  +  loga;, 

roeil  d  log  x=  — ,    unb  für  a;  <  0 


J^=0+log  (-;.), 


roeil  d  log  (—  x)  =    _^ — ^  = g^erner  ergibt  fid^  a\\^  rfarc  tg  a; 


da; 

d  Od 

3lii§  d  arc  sin  a;  =  — folgt 

yi— a;*  '    " 

=  C  4-  arc  sin  a* .  ( —  1  <  a-  <  1 ) 

yi-x' 

(Sbenfo  folgt  au§ 

/ynF^  =  ''  +  '°«^("  +  ^'+^^ 

ift. 

3.  SBenn  x  >  0  unb  n  +  1  ^  0*),  fo  ^at  man 

(? r—-   =  X"  dx  . 

n-\-\ 
%{\q  ift  für  a;  >  0  unb  w  +  1  ^  0 

J  '    >i  +  1 

3.  33.  ift  für  a-  >  0 


jx    ^'dx=C-\-2x^ 


*)  2)en  f^nß,   >üo  n  eine  pofitiüe  ober  negative  ganje  Qa^\  ift, 
l^aben  roir  jd)on  erlebigt. 


ober 

4.  2)a 
fo  t)at  man 
^nSBefonbere  i[t 


/ 
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l^==C'+2-|/.> 


d  1 — —  =  0^  dx 
loga 


r 

I  a 


-rfa;=6'+    "^ 


log  a 
Je"  dx=C+(f. 


5.  3ru§ 

d  ( —  cosä;)  =  sinxdx ,    d?Xnx  =  cosa^t/o; 
forgt 

fsinxdx  =  C  —  cosic,     j  cosxdx  =  C  +  sina?. 

a  tg  a;  =  — —  ,  d  ( —  cot  x ) 


cos-a;        ^  ^       sin^a; 

ergibt  fid^ 

— ,    =  C  +  tff  x ,    /  T—,—  =  C  —  cot  ic  ; 
cos^«  J  sm^a;  ' 

im  erften  ^affe  ift  a;  auf  ein  ^nteroatt  ju  befd^ränfen,  in  roeld^em 
cos  X  \\\6)i  null  ift,  im  jroeiten  ^alle  auf  ein  ^nteroatt,  in  roel^em 
sina;  nid)t  null  ift. 

/  {x)  fei  in  bem  ^nterüatt  (a,  h)  überall  pofitiü  unb  l)abe  bie 
Slbleitung  /'  {x).    5Dann  ift  (nad)  §  33) 

f  (x)  dx 

x)~  ' 
alfo 

y{x)dx_^^^^^^^^y^ 


dlogfix)^'^^^ 


ß 


fix) 

j.  33.  ^ot  man,  raenn  sin  x  in  (a,  &)  nirgenbä  null  ift, 
cos  x  dx 


r 


sin  X 

ebenfo,  roenn  cos  x  in  {a,  h)  nirgenbs  null  ift, 

sin  X  dx 


r 


C  -\-  log  sin  X , 
;enb§  null  ift, 
C  —  log  cos  X  . 
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1-  lcf(x)dx  =  c  jf(x)dx  , 

in  äBorten:  eine  ^onftante  barf  man  nor  baö  ^ntegraU 
5ci(^en  jiel^en.    33eroei§: 

d{cf{x))  ^cdf{x). 

2.  \  {fix)  +  g(x))dx  =  /  f(x)dx  -\-  J f/{x)dx , 

in  SBorten:  ba§  integral  einer  ©umme  ift  gleid^  ber  ®um= 
ine  ber  integrale  ber  «Summanben.    Seraeis: 

d{f  (x)  ^  g{x))  =^  df(x)  -{-  dg{x). 

S)er  <Sa§  gilt  für  eine  beliebige  enblirf;e  ^(ngal)!  non  ©ummonben. 

3.  3ßenn  f{x)  unb  ^'(ry)  innerfjalb  (a,  h)  bie  2(bleitungen 
/■'(ä;)  unb  9'{x)  ^ahen,  fo  ift 

f{x)g{x)  —  Jg{x)f{x)dx 

eine  ^unftion  mit  ber  2lbleitung 

(/■ry)'-i//"  =  r^', 

alfo  ein  integral  üon  f{x)g'{x)dx.    2Bir  l^aben  bemnad; 
Jf{x)g'(x)dx  =  f(x)g(x)  —  J  g{x)f  {x)dx . 

^ag  ift  bie  3fiegel  ber  partiellen  Integration,  ©ie  fül^rt  baä 
integral  Jf(x)g'{x)dx  auf  baä  (unter  Umftönben  einfad^ere) 
integral  Jg{x)f'{x)dx  jurüdf. 

4.  F{ii)  \)(xht  für  a<^u^§  \>\e.  2tbleitung  F'{n)  =  (p{i(), 
f(x)  für  a  -^x  ^b  bie  Slbleitung  f'{x),  unb  /'(a;)  liege  beftän- 
big  in  («,  ^).    SfJac^  §  32  ^at  bann  F(fix))  baö  Differential 

(p{f{x))f{x)dx. 
Stnbererfeitö  aber  {)at  F{n)  ba§  Differential 

qp  {ii)dti. 
9)Jit{)in  ift  oermöge  w  =  f(x) 

j<p  (u)  du  =  iq)  (fix) )  /"'(a^)  dx. 
Diefe  ^'ormel  geigt,  raie  man  in  baö  integral  /VC'O^^"  *-'i"C  neue 


SSeränberlid^e  einfüf)rt.     Wlan  er|e^t  u  burd)  f  (^.c)  vmb  die  burd^ 
burd^  f'  (x)  dx. 

§  53.   ^nfptde. 

/dx 
—. —  §u  bered^nen;  x  betoege  fidf;  in  einem  ^nteroad, 

in  rceld^em  sin  x  nirgenbg  oerfd^iüinbet.    9)ian  §at 

/d X  I   sin  ic  d  a;         |  sin x  dx 

sin  a;         ^y       sin^a?  ^    1 — cos*« 

9?un  i[t  aber 

1 ^  1  (' 1 + ^ ) 

1  —  cos^a;  2  \1  —  cos  a;        l-f-cosa;/  ' 

alfo 

/dx     1     r  sina;da3         1      |    sina;rfa; 
sina;  2^    1 — cosx-         2   J    1-fcosa; 

=  „-  log(l  —  cosa;)  —  — log(l  +  cosa;) 
ober  roegen 


2      ^  11      „„o   ^  O  ^/^o2      ^ 


fd^lie^Iid^ 


1  —  cos x  =  2  sin^  —,14"  cos  x=2  cos 


/da;    .  a; 

ein  o»  86g 


sina;  o    °    2 

2.  2)urc^  partiette  Integration  finbet  man 

j  e~^  X  dx  =  —  e~^  X-]-     1  e~^  dx , 
j  e~^  x^  dx  =  — e~^  X" -}- 2    I   e~^xdx, 

I   e~^  x^  dx  =  —  e~^a;"-|-w    /  e~^a;"~-'-f7a;, 

fo  ba^ 

/«"■^  x^  dx  =  —  e~^  {xf  -\-nx^~'^ 
+  M(n-l)a;"-2H (-w!)  +  C 

ift,  ober  roenn  mir  x''  =  f(x)  fe|en 

fe-''f(x)dx  =  -e-'={f{x)-\-f'{x)-\ -\- [^'"H^))  +  C . 
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2)iefe  Formel  gilt  aud),  roenn  f{x)  eine  beliebige  gange  xa- 
tionate  g^unftion  *?=ten  ©rabe§  ift. 

3.  Um  ba§  ^ntegrol  /    V  ^^  ^^  3"  berechnen  (—  1  <  a; 
<  1)  fe^e  man  x=Qos(f,  0  <  qp  <  7t.    2)ann  roirb 

yl  —  X  ~\/^  —  cosqp  1  —  cosg) 

]  -\-x  V  1  + cosqp  sinqp 

unb 


-\-x  y   1-|- cosqp  sinqp 

dx  =  —  sin 9?  c?qp 


1    1/      ,       dx=     I   (coscp  —  l)  dcp  =  C — (p-{-fimq) 
=  C  —  arc  cos  x  +  ]/l  —  x^  . 

§  54.    (Erijifuj  lifs  Sntfgrfll$  tmtx  |}cttgen  ^^iinktioii. 

/■(a;)  fei  für  a  ^x^t  auönalimsloä  ftetig.  23enn  (a,  f) 
ein  beliebiges  in  {a,  h)  entl)altene§  ^nterüaff  ift,  fo  moKen  mir 
mit  31  {cc,  ß)  ben  gri3|ten,  mit  m  {a,  ß)  ben  üeinften  in  (a,  ß') 
t)or!ommenben  f^^unftionsmert  be5eid)nen.  2)a§  ^robuft  (ß  —  a) 
mal  31  {(X,  ß)  rooEen  mir  B  {cc,  ß)  nennen. 

^ft  a<7</3,  fo  ^at  man 

R{a,ß)>E{a,y)  +  Ii{y,ß), 

roeil  M(a,  ß)  ^  31  (a,  y)  unb  31  (a,  ß)  >  31  {y,  ß). 
2Bir  rooEcn  je^t  (a,  b)  in  bie  ^^eilinterüatte 

(a^Xj),  (xi^Xg),  .  .  .  ,  ixp_i,b) 

gerlegen  (a  <  a-^  <  a-g  <  •  •  •  <  a;^  _  ^  <  ft)  unb  biefe  3crlcgung  mit 
mit  3  begeidinen.     ^ie  Summe 

R  (a,  x^)  -{■  R(xi,x^)  +  .  .  .  +E(Xp_^,  b) 

nennen  mir 

um  il^re  2lbl;ängig!eit  non  (a,  b)  unb  3  ^eroorjuljcben. 

3)er  Sefer  möge  in  SBorten  augbrücfen,  roa§  ä^(3)  bebeutet 

2)te  Verlegung  3  S^'^ß  ^"^  3  baburci^  Ijerocr,  ba^  mon  einä 
ber  2;eilinterüatte,  etraa  (a,  ß),  in  gmei  Steile  (a,  y)  unb  (y,  ß) 
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jerlegt.    Um  S^{Q)  gu  erhalten,  tnu^  man  in  -§'„(3)  i'aö  ©lieb 

i2(«,  ß)  burc^  i2(a,  y)  +  B(y,  ß) 
erfe^en.    2Bir  bürfen  ba^er  fii^er  fein,  ba^ 

ift.  5^(3)  »ergrii^ert  fid^  alfo  nid^t,  roenn  man  einä  ber  ^etlinter= 
oalle  in  gmei  S'eile  ;^erlegt.  ^enbet  man  biefe  Semerfung  meljrmalö 
an,  fo  erfennt  man,  ba^  -^(3)  m  nid^t  oergrij^ert,  menn  man 
t)on  3  burd)  3BeiterteiIung  (b  E).  burd^  .^injufügen  neuer  %e'\.U 
punfte  511  ben  alten)  j^u  einer  neuen  3ei^Iegung  übergebt. 

3i/  3-2'  33/  •  •  •  ^ei  ^i"c  Steige  non  3ei"tegungen  bei  ^nteroattS 
(a,  b),  ö„  fei  bie  SJcaEimallönge  ber  ^^eilinterüatte  Don  3«  G" 
ba^  feinS  größer  al§  ö^  unb  roenigftenä  ein§  gleid)  ö^  ift).  SBir 
rootlen  nur  fo(d^e  ?5^oIgen  oon  3crlegungen  6etrac()ten,  rao  jebe§ 
3«+i  '^^^  Sn  ^"1^^  2SeiterteiIung  entftet)t  unb  roo  au^erbem 
lim  J „  =  0  ift.     ©erartige  ?^oIgen  nennen  mir  auegejeii^nete. 

3ft  nun  3i/  32'  33/  •  ■  •  eine  au§ge3ei(^nete  ?3-oIge  oon  3er= 
legungen  beä  ^nterüattg  (a,  h),  fo  ^at  man  fidler 

'5:(3i)^5:(3,)^<(33)^--- 

gür  jebe  3erlegung  3  ift  aber*) 

(&  -  a)m{a,  b)  £  Ä*  (3)  £  (b  -  a)M(a,  b)  ■ 
S)ie  ?^oIge 

's:(3i),  ^:(32).  ^(33),  •  •  • 

ift  alfo  abfteigenb  unb  liegt  in  einem  enblicf;en  ^nteroall,  fo  ba^ 
(nad§  §  15) 

lünS:(3j 

ejiftiert.    2öir  rooffen  biefen  ©renjroert  mit  S^  begeid^nen. 

^efet  fei  3i/  32/  33/  •  •  ■  irgenb  eine  anbere  auggejeid^nete 
^•olge  oon  3ßi^If Sangen  beg  ^nteroattg  (a,  &)  unb 


*)  Sebeä  ®Ucb  (ß  —  a)M{ci,  ß)  in  S*(3)  ift  närnUä)  größer  ober 
9lei(^  (ß  —  a)m{a,  b)  unb  Heiner  ober  gteic^  (ß  —  a)M{a,  b). 
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©reifen  wix  au§  ber  ^olge 

ein  ©lieb  'S*(3)  t)erau§  unb  nefjtnen  mir  an,  ba|  3  iJ^eilinter; 
»äße  aufroeift.  2)ie  Steilinteroaffe  ron  3«  serfatten  bonn  in  Se^ug 
ouf  3  i"  S'üei  klaffen: 

1.  fold^e,  bie  in  einem  ber  SCeilinteroaUe  t)on  3  liegen, 

2.  fold^e,  bie  roenigftenS  einen  ber  ^eilpunüe  oon  3  i^  ifirem 
Innern  ent{)alten. 

Offenbar  fann  e§  nid^t  mel^r  al§  j;  —  1  Xeilinterüalle  groeiter 
Ä'Iaffe  geben. 

2)ie  ©lieber  B(a,  ß)  üon  'S^(3„)  nennen  rair  ©lieber  erfter 
ober  jroeiter  klaffe,  je  nad^bem  («,  ß)  jur  erften  ober  jroeiten  klaffe 
gef)ört.  ®ie  ©lieber  jroeiter  klaffe  geben  eine  Summe,  bie  fleiner 
ober  gleid^ 

(p  -  l)SMa,  b) 

ift  (^„  bie  3RaEimaIlänge  ber  Steilinterüalle  non  3«)-  ®ie  ©lieber 
erfter  klaffe  ftnb  gufammen  nid^t  größer  al§  S^(3)-    ®ö  »ft  ^ö{)er 

^^':(3j^'S:(3)+(p-l)'5„iJf(a,fc), 

alfo  roegen  lim  d„  =  0 

©enau  ebenfo  ergibt  fid^ 

s''<s''. 

a  =     a 

2Bir  fönnen  alfo  fd^Iie^en,  ba^ 

Ä*  =  Ä* 

a  a 

ift. 

/S^\3)  fonoergiert  alfo  immer  nad}  bemfelben  ©renj^ 
roert  -S^,  wenn  3  irgenb  eine  auögejeidinete  ^'o'^ÖC  ^Jon 
3erlegungen  be§  ^nteroallS  (a,  &)  burd)läuft. 

3Bir  raiffen,  baf5  s'l  (3)  immer  größer  ober  gleidj  (6  —  a)m  (a,  h) 
imb  üeiner  ober  gleid)  {b  —  a)M{a,  &)  ift.  ^asfelbe  gilt  fo(glid) 
aud)  oon  Ä^  unb  ba  bie  g-unftion  (?>  — aV(a;)  ftetig  ift,  fo  gibt  eö 
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(»gl.  §  30)  in  (a,  h)  eine  ©teile  ^,  fo  ba^ 

9Bcnn  a  <  c  <  &  ift,  fo  t)at  man 

s'  =  s'  -^  s''- 

a  a  c 

Um  bie§  5U  beraeifen,  brandet  man  nur  eine  au§ge§ei($nete  ?5^oIge 
3ir  82/  Bs/  •  ■  •  S"  betradjten,  in  ber  3i  bie  Verlegung  oon  (a,  b) 
in  (a,  c)  unb  (c,  &)  ift.   'S'^(3„)  fpattet  fid)  bann  in  gmei  Se[tanb= 
teile,  von  benen  einer  nad^  S^,  ber  anbere  nad^  -S*^  fonoergiert. 
^JQiad^en  roir  bie  ^-eftfe^ung,  ba^  immer 

fein  foll,  fo  gilt,  wie  man  and)  x^,  x^,  x^  in  {a,  b)  mahlen  mag, 
immer  bie  Formel 

(*)  S""'  +  S^'  i-  S""' =  0 . 

©benfo  ift  immer,  roie  auä)  x  unb  x  ^-li  in  (a,  &)  liegen  mögen, 
(+ *)  C  ^ ''  =  ^'  f^^  +  ^/')  •        (0  ^  ^  ^  1) 

i^e^t  moHen  mir  bie  ^unftion 

Fix)  =  Sl 

betrad^ten  unb  oon  iljr  geigen,  ba^  fie  in  (a,  &)  überall  bie  2lb= 
leitung  f{x)  I)at.  ©amit  l)aben  mir  bann  bie  @Eiften§  eine§  ^n= 
tegralä  oon  fix)  beroiefen. 

"^(xd)  Formel  (*)  ift,  roenn  bie  beiben  2Berte  x  unb  x  +  li  in 
(a,  &)  liegen, 

Fix-rl^)-Fix)  =  Sl''-Hl=^8l'^\ 

alfo  nad^  (+*) 

Fix  +  li)  —  F(x)  =  hfix  +  ^Ji) 
unb  bal^er  (roegen  ber  ©tetigfeit  con  f{x)) 

hm  — ^ — -~ -^  =  lim  /(a;  +  ■9'//)  =  i\x), 

/,  =  0  '*  A  =  0 

jP'^a:)  =  /"(ä;)     ober     dF(x)  =  fix)dx. 
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Ttan  fd^reibt  für  S^ 

X 

ff{x)dx 

a 

unb  lieft  biefeS  6t)mboI  fo: 

„integral  f{x)dx  »on  a  biä  x." 

^m  ©egenfü^  ?;u  bem  unbeftimmten  integral   nennt  man 

X 

(f{x)dx  ein  beftimmteS  integral.     @§  ift  unter  ben  unenb= 

a 

\\ö)  rielen  integralen  üon  fix)  bagjenige,  n)elrf;e§  für  x  =  a  ben 
2ßert  0  f)at. 

^ft  0{x)  irgenb  ein  ^ntegral  ron  f{x),  fo  fönnen,  loie  roir 

X 

roiffen,  ^{x)  unb   (f{x)dx  nur  um  eine  ^onftante  C  bifferieren. 

a 

es  ift  alfo 

X 

ff{x)dx  =  ^{x)  +  C. 

a 

<2e|t  man  x  ^  a,  fo  geljt  biefe  ©leid^ung  über  in 

0  =  0{a)  +  C,      fo  ba^      (7  =  —  0{a) 
ift  imb 

(**t)  Cf{x)dx  =  0(a;)  -  ^(a). 

a 

S)ie  redete  ©eite  biefer  roid^tigen  ^^ormel  pflegt  man  mit 

ju  bejeic^nen. 

2Benbet  man  bie  obigen  33etrad;tungen  ouf  bie  ^-unftion  —  /■(.?) 
an,  fo  tritt  o.n  bie  ©teUe  oon  R{a,  ß)  ber  Slusbrudf 

—  r(a,  ^)  =  —  (|3  —  a)m(a,  |3), 

wobei  m(a,  ß)  ber  ffeinfte  2Bert  t)on  /"(a;)  in  (a,  (3)  ift,  unb  an  bie 

©tette  oon  s'^(S)  ber  SluSbrucf 

—  «1(3)  =  -  {r{ci,x,)  -^r(xj,x^)  + \-  r{Xp_i,b)}. 

Saffen  mir  3  eine  augge3eid;nete  golge  ron  ^i^rlegungen  bes  ^nttt-- 
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oaII§  (a,  b)  burd^Iaufen,  [o  fonoergtert 

— /(3)    abfteigenb  nad)  J  (—  f{xj)dx, 

a 

all'o 

b 

s^(3)    auffteigenb  nad;    —  /  (—  f(x))dx. 

a 

2)a  nun 

X 

-j\-f{x))dx 

a 

bie  3lbleitung  f{x)  I)at  unb  für  x  =  a  oerfd^roinbet,  ]o  ift  nad^ 

X  X 

ff{x)dx  =  -f{-f{x))dx, 

a  a 

folgltd^ 

6  b 

-j\-fix))dx=ff(x)dx. 

a  a 

2Bir  fe^en  f)ierau§,  ba^ 

f(x)dx    fonoergtert, 

a 

roenn  3  ßine  auSgejeidjnete  g^olge  oon  ßerlegungen  beä  ;5i^tßi^i''^tt§ 
( a,  6)  burc^Iäuft.  S)a  *S^  (3)  bemfeI6en  @ren§roert  abfteigenb  gu; 
ftrebt,  fo  ift  immer 

6 
a 

§  55»    (Einfüljrung   ftnjr  neufii  Ufränlifrltiljctt    in   m\ 

f(a;)  \)<xhz  in  (a,  &)  eine  ftetige  2t6(eitung  f'{x)  unb  e§  fei 
«  ^  /"(a;)  ^  (3.  gerner  fei  93  (m)  eine  ftetige  gunftion  in  (a,  ß). 
©nölic^  fei  /"(a)  =  y,  f{h)  =  d. 

SDann  I)at  „ 


HO 


m.  igtttegralrec^nung. 


bie  2l6Ieitung  (p(u).     Se^en  rair  u  =  f{x),  \o  loirb  F{ii)  eine 
Munition  oon  x,  bie  nad^  §  32  bie  2l6Ieitung 

^{fiX))f'{x) 
\)ai.     @ä  roirb  alfo,  roeil  y  =  f{a)  unb  JP(y)  =  0  ift. 


Fifix))  =fq>{f{x))f'{x)dx 

a 

unb  in§befonbere  (für  r»  =  5) 

/  q}(u)du  =   /  cp(f{x))f'{x)dx. 

§  56.  iB^rerljuung  mn  ßü^twm^iüiUn, 

f{x)  fei  für  a  ^  ä;  ^  6  ftetig  unb  nie  negatiü.  3)ie  Silbfurce 
üon  /'(rc)  liegt  bann  ganj  auf  einer  Seite  ber  ic=3(c^fe.  2Bir  motten 
»on  ben  ßnbpunften  ber  Silbfuroe  Sote  auf  bie  a;=2((^fe  fätten  unb 
'h(x^  j^läd^enftücf  21  betrad)ten,  roelc^eö  biefe  beiben  Sote,  bie  ir=2lcf)fe 

unb  bie  33ilb!un)e  umgrenzen. 

3Rel^men  mir  irgenbeine  ßerlegung  3 
ber  S3afi§  be§  ^läc^enftücfg,  b.  \j.  beg 
^ntcrüattä  (a,  h),  üor  unb  errichten  in 
ben  ^eilpunften  Sote  auf  ber  x-%6:)\z, 
fo  gerlegt  fid^  baä  g-Iädjcnftücf  in  eine 
Stnja^I  gleid)artiger  gläd^enftücfe.  ^ft 
{a,  ß)  eing  ber  3:eiIeintroaIIe  unb 
m{a,  ß)  ber  fleinfte,  3I(a,  ß)  ber 
größte  gunftionäraert  in  («,  ß),  fo  ift 
ba§  über  (a,  ß)  ftel^enbe  ^^lä^enftüd  nid^t  fleiner  al§  ba§  SRec^tedf 
{ß  —  a)m(a,  ß)  unb  nid^t  größer  alg  ba§  3^ed^tedf  {ß  —  ci)M{a,  ß). 
da  ift  fomit  fieser 

/:(3)^  21^^(3). 

Sä|t  man  3  eine  auägejeid^nete  ^olge  »on  3erlegungen  burd;= 
laufen,    fo    fonoergieren    bie    einfrf)Iie^enben  ©rö^en    beibe  nad^ 


gtg.  14. 


j  f{x)dx.     ^olglid^  ift  aud^ 


21 


ffix)di 


%lä6)tmn1)a\ie. 
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®ie33erec^mmgeineä^Iäc^ertinf)a(tä  nennt  man  eine  Quabra  = 
tur,  rceil  eä  nad)  Stuäfü^rung  bevfelben  möglid;  ift,  ein  gleid;  gro^eg 
Cuabrat  anzugeben.  2(iid;  bie  Serecfinung  eine§  beftimmten  ^nte= 
gralä  nennt  man  infolge  be§  obigen  3ufammenf)ang§  eine  Quabratur. 

§  57.   ßtifT^itit, 

1.  S)ie  Silbfuroe  con  ^  =  ^^  (^^^^^o)  ^f*  ^i"  ^arabel:: 

bogen.  2)er  3n()alt  be§  (^Iäc^en= 
ftücfä  %  (in  ber  gigur  fd^raffiert)  ift 
gleich 

1    Tg?   _*o_i 

0 

S)er  ^arabelbogen  teilt  alfo  bas  'Sieä)t- 
ecf  aus  Xq  unb  y^  fo,  ba^  ber  eine  2::eil 
boppelt  fo  gro^  raie  ber  anbre  ift. 

2.  ®ie  33ilbfun)e  oon  y  =  V^^^-^  (—  1  ^  '^  ^  l)  ift 
ein  §albfrei§.    ®er  ^nf)alt  be§  ^reifeö  ift  baE)er  gteid^ 

1 

2j'yi  —  x^(ix. 

-1 

Um  biefe§  integral  §u  berechnen,  roenben  mir  bie  partielle 
i^ntegration  an.    ©anad^  ift 


A 

\ 

-. 

/ 

0 

^o 

— > 

Sig- 

15. 

X' 

dx 


alfo 
unb 


Cyi'-x^dx^xYi-x^-^  C-ß^ 

2  /  3/1  —  ic^dfa;  =  x]/!  —  x^  -\-  arc  siu  x  -{-  C 

1 
2  /  "^/l  —  x^dx  =  arc  sin  1  —  arc  sin  (—  l)  =  tt  . 


3.    2öenn  ein  3ftab  in  geraber  Sinie  rollt  o^ne  gu  gleiten, 
fo  bef^reibt  jeber  ^unft  feineg  5Hanbe§  eine  ^uröe,  bie  man  eine 
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III.  ^tttegralrc^nung. 


gtg.  16. 


3t)IIoibe*)  trennt,  ©ie  be= 
ftef)t  auä  unenblid^  oielen  fon= 
gruenten  Sögen  roie  OPB. 

2Bir  wollen  ba§  %lü&)Zx\.- 
ftücf  berecf)nen,  ba|  ein  foldier 
^pHoibenbogen  jufammen  mit 
ber  33afiö  OB  umgrenzt.  Stuä 
ber  %\a,m,  in  roetdjer  ber  ^reig= 
bogen  P$  gleid^  OQ  ift  (roie  qu§ 
ber  2)efinttion  ber39fIoit)e  folgt), 

entnimmt  man,  ba^  ^ie  ^oorbinaten    eineä   39fioiDenpunfte§  P 

burd^  bie  ?yormeIn 

X  =  a{i  —  sin  i),     y  =  a(l  —  cos  f) 

gegeben  finb.     f  ift  ber  SBinfel  PCQ.     2öenn  t  oon  0  bi§  2  7t 
roäd^ft,  befc^reibt  P  ben  39fioi^ß"&096n  APB.    2)a 

(?a;=a(l  —  cos  f)d!^,     ydx  =  a^(l  —  cos  Pj-dt 

ift,  fo  ift  ber  ju  bered^nenbe  ^^läd^enin^alt  gleid; 

a^y  (1  —  cos  ifät  =  «^^(1  —  2  cosi  +  cos*  t)dt 

0  0 

ober  roegen  cos^i  ""  2"  ^■'-  +  cos  2/)  gteic^ 

a^  j  (l  -  2cost  +  I  cos2A(/i  =  3n;a^ 
0 

2)er  gefachte  ^-läd^enin^alt  ift  alfo  gleid^  bem  ^reifad^en  be§  er= 
jeugenben  ^reife§. 

4.  2Öir  rcolTen,  rocnn  Ä  unb  B  bie  ®nb: 
punfte  ber  ^uröe  y  =  f(x)  finb  (a  ^  ^  ^  ^), 
ba§  ^(ädjcnftüc!  33  bered;nen,  ioeld)e§  bie  i^uroe 
jufammen  mit  ben  beiöen  ©eraben^O  unb  OB 
begrenjt. 

(Ig  möge  ber  fpe^ieüe  %aü  oorliegen,  ben 
~Ä'         ^'    '  ?^ig.  17  barfteßt.    SDann  i)at  man 

gig.  17.  33  =  Ä'B'BÄ  +  OA'A  -  OB'B . 


*)  ©alilci  ift  ber  erfte,  ber  biefe  Sluroe  betrautet  %<xi. 


Bogenlängen. 
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@§  ift  Qlfo 


ober*) 


33 


0 

a 

b  h 

=  j  ydx  —2)  i^^y  +  y^^^)' 


b.  ^. 


'B 


=^A 


(?a; 


d2/). 


3)ie  unabhängige  SSeränberlic^e  ift  ^ier  x. 
3)iefe  g^ormel  rüf)rt  oon  Seibnig  ^er. 

§  58.  ßer^djituitg  mn  ßo^mim^tn, 

y  =  f{x)  ^abe  in  (a,  h)  eine  [tetige  2tbleitung  f'{x).  Sßir  raotten 
bie  Sogenlänge  ber  S3iiöfuroe  üon  f(x)  bered)nen.  2Bir  gertegen 
(a,  h)  in  bie  S^eilinteroatte 

unb  nennen  bte[e  3erlegung  3- 

3)ie  ^urüenpunfte,  beren  2(bf3i]fen 

a,  x^,  a'o,  .  .  .,  Xp_i,  b 

jinb,  mögen 


A  Pu  A. 


^,-1.  J5 


A, 


^ei^en.     2)ie  Sänge  ber  gebrod)enen  2inie 

AP^P^...Pp_^B  be5eicf)nen  mir  mit  Z(3) 

Söenn   3    ^^"C    auöge3eid)nete    ?3-olge    oon 

3erlegungen  burdjläuft,  fo  fonoergiert,  roie 

mir  fe^en  roerben,  Z(3)  immer  nad^  bemfelben  ©rengmcrt  l.    35iefer 

©rensroert  ift  bie  ge[ucf)te  Sogenlänge**). 


gig.  18. 


*)  SSir  nei)men   an,   ba§   /"(x)   in  (a,  h)  ftettg  ift,    bamit  bie 
integrale  efiftieren. 

**)  Sie  33ogenlänge  einer  ^uroe  ift  '^icrburi^  übcrf)aupt  erft  befiniert. 
2if)nlic{)  ^ütten  mir  e»  ftreng  genommen  au(^  bei  bem  g-läd)enin^alt  in 
§  56  machen  mü)jen. 

2t9Ju@  197:  ßoroalemäli,  Snpnitefimoltec^nung.  8 
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2Benn  roir  bie  ©e^ne  berechnen,  bie  betn  ^nteroatt  («,  ß)  ent= 
fprid^t,  fo  finben  roir 


y[ß  -  ay  +  (fiß)  -  fia)y  =  (/3  - «)  Vi  +  n^). 

(«  <  ^  <  /3) 
S)abei  t)a6en  lütr  ben  3RitteIrcertfa|  au§  §  30  ant3cn)anbt.    ©e^en 


rotr 


g)(^)  =  ]/l  +f''ix) 
[o  rairb 

K3)  =  (%  —  «)9'(^i)  +  (^2  —  ^1)9' (^2)  H 

li,  $2'  •  •  •/  ^'p  ließen  bejüglid;  im  ^nnern  mn  («>%),  (a?^,  x.^), 

2Bir  raotten  ben  größten  unb  ben  fleinften  2öert  «on  9)(ä;) 
in  (a,  ß)    mit  lf(ß:,  |3)  unb  m(a,  ß)  begeid)nen.    Sann  ift 

Z(,3)  ^  (%  —  a)M{a,  a-J  +  (a;«  —  rri)iJ/(a;j,  x^  -{-  ■  ■  • 

+  (P-Xp_,)31{x^_,,b), 
1{S)  >  {Xi  —  a)m{a,  x^)  +  {x^  —  Xj)m{xi,  X2)  -{-  •  •  • 

■^ib  —  Xp_^)m{Xp_^,h). 

2)ie  beiben  StuSbvücfe  red)t§  lonncrgieren  aber,  menn  3  ei"e 
auägejeid^nete  ^olge  üon  ^eJ^i^egunöen  burd^Iäuft  nad^ 

b  b 

^  I  '(f  {x)  dx  =Jyr^'f^(^dx*). 


Sllfo  ift  aud) 


b 


i=fyi  -\-r'\x)dx 

a 

ober  wegen  dy  =  f  {x)dx 

b 

l  =f\/dx^  +  dy^. 


*)  yi+r'(-v)    ift  md)  §  32  ftetig,  tuet!  |/r+ u*  unb  /"(.r) 
ftetig  finb. 


Seifpielc.  1  ]  f) 

Ydx^  -{■  dy^  nennt  man  baö  Sogenbifferential,  roeil 

X 

dfYd^+ip  =  Ydx'  +  (ü/ 

a 
ift. 

2)ie  33erec§nung  einer  Sogenlänge  nennt  man  eine  9letti= 
füation. 

§  59.  ^nfptdf. 

x^ 
1.  2Benn  2/  =  ^  ift  fo  rotrb 


alfo  bie  Sänge  be§  ^arabeIbogen§  in  §  57,  1  g(ei^ 
/l/l  +  px. 

0 

®ie  partiette  Integration  liefert 

=  ^^ ]/n- fJ  -  /^]/i  +  fJ^^  + 


dx 

x^ 

dx 


fo  bafe 


ift.    ®aö  le^te  integral  fönnen  mir  aber  bered^nen.    <Se^en  mir 
nämlid^  x  =  hz,  fo  roirb  nad)  §  51,2 


dx 


1  +  - 

I        7.2 


\f~^-^,=c  +  iaos{.  +  Vi+.^. 
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3lIfo  ift 

UI. 
^      dx 

^ntegralr 
C'+A:log 

ei^nung. 
^  2 

log 
a  sin 

/ 

>+i;) 

J 

unb 

i/'+i-: 

0 

2.  S3ei  ber  3t)!loibe 

dx  =  a{\  — 

^ol/^^  +  ^.' 

^o+y^^+A^* 

2^- 
-cos  f)  dt 

tdt , 

alfo 

ober 
folglicf) 


c^a;2  +  rf/  =  a2  {  (l-cos^/^sm2^}(i/- 
=  20^(1  — cos  i)(Zi2 

da?^  4"  dy'  =  4 a^ sin^  --dt'  , 


ydx^+d}f=2as\n^  dt  . 
2)ie  Sänge  eine§  ganjen  3i)^Ioibenbogen§  Jüirb 

sin  --  di^  =  —  -i  a  (  cos  —  )      =  8 a . 
ö 

Sie  Sänge  eines  39^Ioibenbogen§  i[t  alfo  gteid^  bem  t)ier= 
fad^en  2)urd^meffer  beä  erjeugenben  ^reifeä. 

§  60.    3ttljalt  mtl>  ;lHantdfläilje  m\i^  H0tatton0körper0. 

y  =  /"(a;)  fei  in  \a,  b)  ftetig  unb  nie  negatiu.  3Sir  ben!en 
un§  bie  Silbfuroe  üon  f(x)  gejieidjuet  unb  von  beren  ©nbpunften 
Sote  auf  bie  x-%ii)'\z  gefättt.  ,®iefe  begren.^en  sufammen  mit  ber 
a;=2td^fe  unb  ber  ^uroe  ein  g-läd^enftücf  21.  Saffen  roir  baffelbe  um 
bie  a;=2td)fe  rotieren,  fo  entftef)t  ein  ^Hotationöförper  ^. 

SBir  rootten  if)n  burdf)  (S6enen,  bie  roir  fenfrec^t  jur  u;=3td^fe 
legen,  in  ^ei(e  jerfc^neiben.  3)ie  5uge[)örige  3erlegung  von  (a,  b) 
mijge  3  I)ei§en.  1)a§jenige  Stüdf  uon  5v,  baS  bem  J^eilinteroatt 
(cc,  ß)  entfprirf)t,  liegt  innerhalb  eineä  Sp'i"^^'^^/  be|'fen  ©runb= 
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rabiuö  M  (a,  ß)  imb  beffen  §ö§e  ß  —  a  ift,  unb  ait^er^aI6  eineä 
^^HnberS  mit  berfel6en  ^y6l)e  unb  bem  ©rimbrabiu§  m  (a,  ß). 
^e§  2>oIumen  non  ^  ift  alfo  größer  ober  gleid)  ber  Summe  aller 
^t)tinber  n  (ß  —  a)  w?  (a,  ß)  unb  f leiner  ober  gleid^  ber  Summe 
aller  ^plinber  tc  {ß  —  cc)3P(a,  ß).  SiarauS  folgt  aber,  menn  mir 
eine  auSgejetd^ncte  ?vo[ge  ron  ^fi^ipQiingfn  burd^Iaufen,  ba^ 

h  h 

a  a 

ift. 

2Bir  uiollen  jel^t  ooraugfe^en,  ba^  f(o:)  in  {a,  h)  eine  ftetige 
Slbleitung  f  (x)  ()at.  Sßie  in  §  58  neI)mGn  mir  auf  ber  Silbfurne 
bie  fünfte  A,  P-^,  .  .  .  ,  Pp_^,  B,  beren  2lbfjiffen  a,x^  .  .  .  , 
Vi '  ^  1^"^-  3^'^*^  ^^"^  Sefjnen  A  P^,  P^  P^, .  .  . ,  P^.,  B  be= 
fd)reibt  bann  bei  ber  Si'otation  ber  %\%\xt  um  bie  x-Mi)\t  ben 
SRantel  eineg  abgeftumpften  Regele.  2)ie  bem  STeilinteroall  {a,  ß) 
entfpred^enbe  Se^ne  liefert  einen  Kegelmantel,  ber  gleid) 

TT  { f(a)  +  f(ß)  ]  y^zr^y-^-jfiß^'z-fj^f- 


=  ^  ('|3-«)  {  fia)  +  riß)  )   ]/T  +  r  (I) 

(« <  5'  <  ß) 

ift.    5Run  F)at  man  aber 

/•fa)  =  ^(^) +  («-§)/■'(!), 

/(^)  =  /-©  +  (p-^)/'(i); 
t<:<^<5<5</3.     2ttfo  roirb  unfer  Kegelmantel  gleid^ 


27r  (/?  -  a)  /-(Dl/l  +  r  (^)  +  ^  r/3  -  «)  9  , 
TOobei 


(,  =  (a  -  ^)  /■'  (Di/TTr^  (I)  +  iß  -  ^)  /■' r^)  1/1  +  r^  c^)  • 

SBeäeid^nen  mir  mit  ^^  ben  größten  2öert  tion  /'-  (x)  in  (a,  fe)  unb 
mit  8  bie  9}iaEimanänge  ber  ^^eilinteroatte  (a,  (3),  fo  ift 


3)er  größte  29ert  ber  ^unftion  2  7r/"(a;)  yT  +  f  ^  (x)  in  («,  ^) 
fei    9Jl  («,  |3),    ber    üeinfte    m  (a,  ß).      2)ie    «Summe    atter 
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(ß-cc)-  m  (a,  ß)  ^ei^e  e^  (3),  bie  ©umme  atter  (ß  -  a)m  (a,  ß) 
I)ei^e  ©^  (3)-  ^te  Summe  ber^)  Kegelmäntel,  bie  von  ben  Seinen 
^Pi,  PjPg, .  .  .  ,  Pp_i5  erzeugt  raerben,  liegt  bann  sraifd^en 

unb 

K  (3)  +  ^  ^  (ö  - « )  ft  i/r+T'  • 

Saffen  mir  Q  eine  auggegeidinete  ?5oIge  ron  Verlegungen  burd)= 
laufen,  fo  fonoergieren  (meil  lim  6  =  0  ift)  beibe  ®rö^en  nad) 
bem  ©renjmert 

/-  h 

liefen  ©renjroert  nennen  rair  bie  9)JanteIfIäc^e  be§  Slotationgförpcrä. 

§  61.  iBtifpid. 

Saffen  mir  ben  $albfrei§ 

1/  =  yv—ic^        f- 1  <  ^'^  <  1) 

um  bie  ic=2Ic^fe  rotieren,  fo  entfte^t  eine  Kugel  oom  3flabiuö  1.  ^^r 
5ßolumen  ift  nad)  §  60  gleich 

TT  /  (1  -  x^)  dx  . 


9Zun  ^at  man  aber 


/ 


(1  -  x"")  fZx  =  0  +  X  -  "^"^ 


©ö  mirb  alfo 

TT    /   (1  —  j;2)  r/a;  =  TT  /ic  —  y  j      =  -^ 
—  1 
2)ie  Dberflärf)e  ber  Kugel  roirb  nad^  §  60  gleid; 

2  n  I  (Ix  =  i  TT , 


—  i 
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lueit 

dx^  -\-  dy^  =  :, i 

'      -^         1  —  x^ 

ift. 

Segt  man  buvd;  bie  fünfte  x  =  a,  x  =  h'^)  jroei  (Ebenen 

fen!rerf;t  ^ur  xM6)\e,  fo  entftef)t  eine  ^ugel^one.    ^tjr  3SoIumen  ift 

gleid; 

jr    I    (1  —  x^)  dx  ^  7C  ib  —     j  —  TT.  ia „  )  , 

a 

il^re  9JlanteIfIä(^e  glcid^ 

2  7t  j  dx  =  2  7t  (b  —  a)  . 


Wxt  Dörla'ufer  uoit  Cftbntj  unJ>  Ifmtoit. 

®ie  erften  SInfänge  ber  ^nfinitefimalred)nung  finben  fid^  [ci^on 
in  ben  flaffifd^en  Strbeiten  bev  großen  grierf)ifd}en  ©eometer.  3ns= 
befonbere  gilt  baS  »on  ber  ^ntegralred;nung.  3(rc]^imebe§ 
(287  —  212)  xmx  im  53efi^e  einer  5)cetf|obe,  bie  im  roefentlid^en 
^ntegralredjnimg  ift.  2)a§  geigen  befonberS  bie  fürglid^  oon 
Öeiberg  neu  aufgefunbenen  ard^imebifd^en  ©d^riften.  2lrci^imebe§ 
benu^te  feine  3)tet{)obe  gur  Sered^nung  t)on5-läd^en=  unb  S^aumin^alten 
foroie  gur  Seftimmung  t)on  ©c^roerpunften.  S8erü{)mt  ift  feine 
Quabratur  eineg  ^arabelfcgmentS  foroie  feine  ^rei§=  unb  ^ugel= 
bered^nung. 

^m  9)tittelalter  fnnf  bie  9Jialt)emati!  üon  ber  §ö^e,  bie  bie 
gried^ifdien  ©eometer  erreid^t  f^atten,  üöQig  f)erab,  unb  aU  man  im 
15.  ^afir^unbevt  ba§  ©tubium  ber  gried^ifd^en  ©eometer  begann, 
fehlte  ba§  33erftänbni§  für  bie  Strenge  ber  53en)eife,  bie  roir  hd 


*)  -  1  <  a  <  ö  ^  1 . 

**)  SfJac^  (SantorS  3?orIcfungen  über  ©efc^ic^te  ber  SlJlat^ematif 
unb  3cut^en§  ®ejd)id)te  ber  sijiatljematt!  im  16.  uuö  17. ^abrl}unbert. 
S3enu|;t  finb  aud^  bie  beiben  (Sd)riften  oon  ©er^^arbt  ,,5)ie  ©ntbedung 
ber  ®ifferentialrect)nung  burcf)  Seibniä"  unb  „^ie  ©ntbedung  ber  t)ö^eren 
3lnal9fig". 
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jenen  aitggejeid^neten  ^enfern  finben.  ^ro^bem  wirften  6efonber§ 
bie  Sd^riften  be§  2Irdf)imebe§  anregenb. 

5^er  beriUjmte  2Iftronom^oI)annes  ^eppler  (1571— 1630) 
erretd^te  eine  gro^e  SSirtuofität  in  ber  §anbf)a6ung  infinifefimaler 
9Ket^obcn.  (Sr  fem  cermöge  feine§  feinen  mQt[)emntifc^en  2:^oft§ 
faft  immer  ju  ridjtigen  GrgeBnifjen,  obmolf)!  feine  ?[Retlioben  nid^te 
meniger  aU  ejaft  marcn.  ^n  feiner  „Stereometria  dolionim" 
(Stereometrie  ber  SCeinföffer),  bie  1615  gebrucft  ift,  finben  mir  im 
erften  2lbfd)nitt  eine  ^Kefnpilitlation  ber  Qrd)imebifd)en  3lrbeit  über 
^ugel  unb  ^^^i'i'^f'^-  C'ier  fönnen  wir  fd)cn  fe^en,  con  rceld^er 
2frt  ^epplcrä  infinitefimale  Setraditungen  finb  unb  roie  felir  bei 
iljnen  jebe  Spur  eine§  roir!Iid)en  Semeifeg  fel)lt.  ^eppler  erflärt 
g.  33.,  bie  ^11  gel  befte{)e  „gemiffeitnaf^en"  quo  unenblid)  nielen  anwerft 
bünnen  Regeln,  bie  il^re  Spi^e  im  SJcittcIpunft  unb  if)re  Sofie  auf 
ber  Dberfläd)e  ber  ^ugel  Ijoben.  So  ift  es  bann  Ieid)t,  ben  :5"I)alt 
ber  ^ugel  ^u  finben,  rcenn  man  i[)re  Cberpädie  fdion  fennt.  ^n 
äf)nlid)er  SBeife  beredinet  ^eppler  bie  9>oIumina  non  anbem  ^ör= 
pern.  So  menig  biefeä  leidjtfertigc  Umgeljen  mit  bem  Hnenblid)= 
fteinen  ben  g^orberungen  ber  mat^ematifdjen  Strenge  ent^prid^t,  fo 
fef)r  Ijüt  e§  bodj  bie  ^-orfdjung  geförbert.  Wian  fonnte  fid^  leidster 
beroegen  al§  in  ber  fdiroeren  S^üftung  einer  ftrengen  5D^etl)cbe. 

^eppIerS  S3ud)  übte  freilid^  feinen  fo  großen  C^infTu^  au^. 
^a§  glüdte  in  riel  {)r{)erem  9)iaf?e  ber  „Methodus  indivisibilium" 
be§  5}iailönber§  ßaonlieri,  (1591 — 1647)  obmof)I  il)re  ©runb= 
lagen  unflor  rcaren  unb  riele  3Ingriffe  erfuf)ren.  35>ir  iriffen  auä 
^Briefen  GaoalieriS,  ba^  ber  gro^e  ©alilet  (1564  —  1642)  eine 
äl^nlid^e 'Jlietfiobe  befo^.  ßaoalieris  ^auptibee ift  e§,  ein  ebenes  'Aläd)en= 
ftüd  a(§  ben  Inbegriff  aller  su  einer  feften  ©eraben  parallelen  Seltnen 
ju  betrad)ten  unb  einen  Körper  als  ben  Inbegriff  atter  ^u  einer 
feften  ©bene  parallelen  ebenen  Sd)nitte.  .fiierin  ftedt  im  ©runbe 
ber  33egriff  be§  beftimmten  ;3"tf9ral§/  ötter  ^^d^  in  ^i"er  fel)r  un= 
flaren  ?^orm.  Gaüalieris  ^Jiet^iobe  rourbc  ron  Sforricelti,  einem 
Sd)üler  G3alilci§  benutz,  um  ben  ^-lädjcninbalt  ber  39^^oibe  ,ui 
bered)nen,  unb  erfu()r  nud)  fonft  bie  mannigfndiften  3(nmenbungen. 

^n  ?^-ranfreid)  I)abcn  ^-ermat  (IGOl — 1665),  ^{oberoat 
(1602—1672)  unb  $a§cal  (1623—1662)  9JM)oben  gur  2luS= 
fül^rung  oon  Duabraturen  entmidelt.  Sie  oerliefien  5.  S.  bie  rein 
geometrifd^e  -Darftenungäform,  inbem  fie  im  2lnfd)lu^  an  2?ieta 
(1540 — 1603),  ber  ()ierin  alS  SSorgänger  2)eGcarteS'  ju  betrad}ten 
ift,  bie  geometrifd^en  ©ebilbe  inS  2tnal9tifd^e  überfe^ten. 
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@ine  äu^erft  frud^tbore  Stätigfeit  entfaltete  in  ©ngtanb  ffialliS 
(1616—1703),  ber  fid^  meKeii^t  am  meiteften  non  ber  Strenge  bcr 
gried)ifci^en  ©eometer  entfernt,  ^n  fetner  „Arithmetica  infinitomm" 
(1655)  üerroenbet  er  mit  großer  ^ü()n^ett  ^nbuftion§=  unb  2tnQlogie= 
fd)Iüffe,  bie  man  fonft  in  ber  mat^ematifd^en  SBiffenfd^aft  nirf)t  gc= 
roöl^nt  ift. 

SBenn  aud^  ber  ©egenftanb,  ben  3£?ani§  belianbeU,  mie  bei 
feinen  35orgängern  bie  Seftimmung  non  ^läc^en;  unb  9?auminF)aIten 
ift,  fo  unterfd^eibet  er  fid)  borf)  oon  i^nen  burcf)  ba§  ganj  au§ge= 
fprorfiene  ^eroortreten  ber  red^nerifdien  <BeiU.  Gr  fdfjreibt  eine 
Arithmetica  infinitomm. 

^srobleme,  bie,  mie  mir  rciff en,  mitber3!)ifferentinlre($nung 
jufammenl)ängen,  finb  ba§  Stangentenproblem  unb  bn§  Problem  ber 
SJiajima  unb  ^Jiinima.  Sie  finb  lange  nor  ber  Grfinbung  ber 
S)ifferentialrerf;nung  in  fpegießen  gaffen  be{)anbelt  rcorben. 

©§  ift  befannt,  ba^  fd^on  bie  ©ried)en  bie  S^angenten  t)er= 
fd^iebcner  turnen  fonflruiert  baben.  2^orriceIIi  unb  ^Roberüal 
lieferten  eine  nadj  il^rer  93ceinung  affgemeine  "Jangentenmetfiobe  auf 
finematifd^er  ©runblage.*)  ^n  üofffter  2tffgemein^eit  !onnte  aber 
t)a§  ^angentenproblem  erft  nadf)  ber  ©rfinbung  ber  anali)tifrf)en 
©eometrie  burd^  ®e§carte§  (1596—1650)  be^anbelt  rcerben. 
'^e§carte§  felbft  be5eid)net  e§  in  feiner  Geometrie  (1637)  al§  ba§ 
nüfelid^fte  unb  allgemeinfte  Problem  ber  ©eometrie.  ?^reilic^ 
ift  ^eäcarte§'  eigne  Söiung  biefeS  Problems,  bei  ber  er  fic^  eine§ 
bie  ^urüe  berüf)renben  Greifes  bebient,  nid)t  fel^r  braudjbar. 

g^ermat  entrcidelte  eine  3)M{)obe  ber  ÜJiajima  unb  2Rinima 
unb  eine  2^angentenmetI)obe,  raobei  er  mit  einem  uncnblid^  Üeinen 
^nfrement  ber  unabfjängigen  3?eränberlid)en  operierte.  2Iuf  ©runb 
biefer  STatfad^e  l^aben  fogar  franjöfifdie  ?[Ratbematifcr  germat  al§ 
ben  ßrfinber  ber  '3}ifferentialred)nung  bejeidjnet  (5.  33.  Saplace). 

S}er  beriif)mte  ^offänbifd)e'2Jtat'E)emati!er  unb^fj^fifer^utjgenä 
(1629 — 1695)  fannte  bie  2(rbeiten  Don  g-ermat  unb  I)at  fid^  mit 
ber  25>eiterfüf)rung  unb  ftrengeren  Segrünbung  feiner  9}iet§obe 
befd^äftigt. 

^ud)  5Barroro  (1630—1677),  ber  SeFirer  3^en)ton§,  f)at  3?er^ 
bienfte  um  ba§  S'angentenprobtem.  @r  fnüpfte  in  nielen  fünften 
an  3:^orriceIIi§  3trbeiten  an. 


*)  Sie  löften  mit  ^ilfe  i^rer  finematifrfien  Sg,etrac^t:tnci'3n)eife  öiele 
2Iuf gaben,  §.  58.  gelang  Stoberöal  bie  9Re!tififation  ber  3i)floibe. 
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©ottfrieb  2BiI]^eIm  2eibni§  rourbe  1646  in  Setpjig  ge= 
boren.  15  ^al}re  olt  raurbe  er  1661  in  Seipjig  a[§  Stubent  im= 
matrifufiert.  ®r  fam  burcf;  ba§  ©tubium  ber  Sogif  jur  5[Ratf)ematif, 
bie  aber  bamalS  an  ben  beutfdjen  Uniüerfitäten  fef)r  roenig  in  S3Iüte 
ftanb.  @ö  roar  nur  bie  ©lementarmatfiematif,  bie  Seibnig  in  ben 
SSorlefungen  fennen  lernte.  3luc^  feine  geitroeilige  Überfiebelung 
nad;  Qena  fonnte  feinen  matl)ematif^en  ©tubien  ni(f)t  befonbere 
^-örberung  bringen. 

Grft  oiel  fpäter,  a(§  er  fd^on  feine  politifd^e  Saufbalin  begonnen 
l^atte,  follte  er  mit  ben  neueren  ^^ortfrfiritten  ber  '3J?at!E)einatif  befannt 
werben.  Gr  fam  im  ^oljre  1672  mit  einer  biplomatifdjen  ?[Riffion 
nad^  ^ariö  unb  lernte  bort  bie  berühmten  9J(änner  am  ^ofeSubroigö 
beö  Xrv.  fennen,  unter  i^nen  ^upgen^.  2)iefer  I)atte  gerabe 
bamalö  fein  gro|e§  25er!  „Horologium  oscillatorium"  oottenbet. 
6§  {)anbelt  üon  ber  ^enbelul)r  unb  bietet  im  3(nfd)Iu^  baran  eine 
^•ütte  me(^anifd;er  unb  geometrif(^er  Unterfud^ungen.  2(I§  Seibni^ 
biefeS  53ud^  Ia§,  erfannte  er  bie  Unjulänglidjfeit  feiner  matf)ematifd^en 
3Sorbi(bung,  unb  er  begann  mit  Gifer  bie  Sdjriftcn  ber  großen 
5Rat{)ematifer  S)e§cartcö,  ^a§cal  ufro.  ju  ftubieren.  Gö  bauerte 
nid^t  lange,  fo  madjtz  er  fd^on  eigene  Gntberfungen.  Gr  fanb  ba§ 
Stefultat,  raelc^eS  mir  in  §  57  (9?r.  4)  mitgeteilt  f)aben  unb  fonnte 
mit  beffen  §ilfe  oiele  fd;on  befannte  Quabraturen  ausführen.  Sei 
biefer  ©elegenl^ett  fam  er  aud^  auf  bie  ?yormel 

4  3  ^  .5         7  ^ 

(Sd)on  bamatg ,  f)at  fid)  Seibnig  mit  ber  ^ont)ergen§  otter= 
nierenber  9teiben  befdjäftigt.  Sßon  ibm  rü^rt  quc^  ber  ©a^  ^er, 
ben  lüir  in  §  18,  d^v.  2  angegeben  Ijaben,  ben  er  aber  crft  fpäter 
(10.  '^an.  1714)  in  einem  SSriefe  an  ^ofiann  ^BernouIIi  ftreng 
bemeift.  @in  93rief  5^ettiton§,  ber  if)m  1676  burd)  DIbenburg, 
ben  ©efretnr  ber  Sonboner  ©efellf(iaft  ber  3Siff enf (^aften *)  über= 
mittelt  mürbe,  jeigte  Seibnig,  raie  grofse  ^ortfd)ritte  bie  englifc^en 
9Jiatf)ematifer  auf  bem  Don  it)m  betretenen  ©ebict  fd^on  gemad^t 
f)atten.  ®er  9ierotonfd)e  33rief  entbält  u.  a.  bie  S3inontiaIrei|c, 
foraie  bie  3fleif)cn  für  cos  rr  unb  sin  a?.  Seibnig  liefe  fid)  aber 
nid^t  etroa  entmutigen.     SSielnte^r  fteigerten   bie  DZemtonfd^en 

*)  Seibntj  {}atte  Clbenbitrg  167a  auf  einer  ^'eife  nad)  i3onbon 
fennen  gelernt. 
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ajJtttetlungen  feine  Segeifterung  für  ben  ©egenftanb.  (Srf)on  1673 
befrf)äftigte  er  fid^  au§er  mit  Quabraturen  auc^  mit  bem  STan^ 
gentenproblem,  imb  1675  mar  er  fd^on  fo  mcit,  ha^  er  bie  beiben 
jc^t  in  ber  ganzen  SSeh  benu^ten  DperotionSjeii^cn  d  unb/ein= 
führte.  2)a§  mar  ein  Schritt  von  ber  attergrö^ten  33ebeutung. 
SCRit  ^eä)t  fagt  Seibnij  fpäter  in  einem  53riefe  nn  ben  Marquis 
de  l'Hopital  (1693),  ba§  ein  ^eil  be§  @ef)eimniffe»  ber  SlnalQfil 
in  ber  Segeid^nung^raeife  liegt,  nnb  er  ijat  auc^  bei  oielen  onbern 
(Gelegenheiten  bie  2ßid;tigfeit  einer  grocrfmä^igen  @t)mboIif  betont*). 
5Ran  fann  mit  einiger  8i(^erf)eit  ben  %aQ,  angeben,  an  roeld^em 
Seibnij  §um  erften  Tlak  bie  beiben  (2t)mboIe  d  nnb  /  nebeneim 
anber  benu^te.  @5  ift  ber  29.  ©ktubcr  1675.  Seibnij  ging 
fogleicfj  baran,  bie  einfad)ften  Siegeln  für  ba§  S^ed^nen  mit  biefen 
©Dmbolen  auf^ufud^en.**)  @r  mar  fid)  bemn^t  eine  neue  9lec^nnng§; 
ort  (novTim  genus  calculi,  mie  er  felbft  fagt),  gefunben  ju  i)ahen 
unb  erfannte  hit  gro^e  2^rogmeite  berfclben.  Unb  gerabe  bie§ 
gibt  un§  ba§  S^edit  ibn  für  ben  roaljren  ©rfinber  ber  ^nfimtefimal= 
redinung  §u  l^alten.  Tlan  mu|  gugeben,  ba^  Seibnig  fid^  on 
»erfd^iebenen  (Steifen  nidjt  flar  barüber  au^fprid^t,  roa§  feine  S)iffe= 
rentiate  etgentlid^  bebeuten.  3(ber  in  feiner  erften  ^ublüation  über 
bie  ©ifferentialret^nnng,  bie  1684  in  ben  Acta  eruditorum  er= 
folgte,  finben  mir  im  STnfang  bie  Differentiale  genau  fo  befiniert, 
mie  mir  fie  je^t  befinieren.  ®§  l^ei^t  bort  roörtlid^:  „©egeben  fei 
eine  Steife  AX  unb  mef)rere  lurüen  VV,  WW,  YY,  ZZ.  ^\)xe 
Snr  2(c^fe  fenfrec^ten  Drbinaten  VX,  WX,  YX,  ZX  rooITen  mir 
mit  V,  IC,  y,  z  begeid^nen,  ben  3tbfc^nitt  AX  auf  ber  2(d)fe  mit  x. 
^ie  STangenten  feien  YB,  WC,  YD,  ZE.  ©ie  mögen  bie  3ld^fe 
bejüglid^  in  B,  C,  D,  E  treffen.  5tnnntel)r  motten  mir  mit  dx  eine 
beliebig  angenommene  «Strede  bejeicEinen  imb  bie  ©trede,  meldte 
fid^  ju  dx  t3erf)ält  rcie  v  (ober  tv  ober  y  ober  z)  gn  XB  (ober 
XC  ober  XD  ober  XE),  mit  dv  (ober  div  ober  dy  ober  dz)  .  .  !' 


*)  SIm  26.  SD'Järä  1676  fdireiBt  er:  IlluBtribus  exemplis  quotidie 
disco,  omnem  solvendi  pariter  problemata  et  inveniendi  theore- 
mata  artem,  timc  cum  res  ipsa  imaginationi  non  subjacet  aut  ni- 
mis  vasta  est,  eo  redire,  ut  characteribus  sive  compendiis  imagi- 
nationi subjiciatur,  atque  quae  pingi  non  possunt,  qualia  sunt 
intelligibilia,  ea  pingantui  tarnen  hieroglyphica  quadam  ratione, 
sed  eadem  et  philosophica.  Quod  fit,  si  non  ut  pictores,  mystae 
aut  Sinenses  similitudines  quasdam  sectemur,  sed  rei  ipsius  ideam 
sequamur. 

**)  %-m  2l.9Joöeniberl675  fanb  er  bie  gormel  ä{T.iv)  =^udv  ■\-  vdu. 
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2)a,  rote  roir  roiffen,  v'  bie  Stic^tungsfonftante  ber  ^^ongente 
ift,  fo  roicb 

dv  =  ^r^  dx  =  V  dx, 

Qlfo  gerabe  ba§,  ma§  roir  je^t  ba§  2)ifferentiQl  t)on  i-  nennen. 

Setbntg  ging  1676  als  33orftanb  ber  j^er^oglid^en  Sibliotl^ef 
nad)  ^annooer.  2)iefe§  neue  2(mt  nnb  feine  politifdie  unb  p^iIo= 
fop^ifd^e  Stötigfeit  na{)men  if)n  ftar!  in  2(n)pruc^.  6r  roor  ober 
hoi)  immer  mit  bem  Slusbau  feineg  neuen  6alcül§  unb  mit  2ln= 
roenbungen  beffelben  befd}äfti9t.  (S§  finb^n  fid^  in  feinem  D^ac^to^ 
rerfc^iebene  Sntroürfe  ju  einer  befiniticen  ^ublüation  über  ben 
©egenftanb.  ©ine  folc^e  erfolgte  ober,  roie  oben  gefügt  rourbe,  erft 
1684.  ^n§roif(f)en  ^alte  fid)  Seibnij  in  einem  Srief  an  3ieroton 
(1677)  über  feine  2)ifferentialred)nung  au§gefprod)en. 

Äurfürft  ?5^riebrid^  III.  berief  Seibni,^  nad)  SBerlin;  f)ier 
grünbete  er  bie  2Ifübemie  ber  Sßiffenfdjaften.  9ca(^  ^annooer  3urüd= 
gefe^rt  roar  er  1713  bamit  be^djäftigt  bem  ^urf ürften  oon^annooer 
bie  Sl^ronfolge  in  (Snglanb  gu  fiebern,  bie  if)m  bie  3::orieä  aber= 
fennen  rooHten.  2)iefe  politifdje  ^Tätigfeit  trug  roefentUi^  baju  bei, 
i^n  mit  9^eroton  gu  ocrfeinben,  ber  ber  ^ißartei  ber  3:;orie§  angehörte. 
1714  fam  ber  ^urfürft  oon  ^annoüer  auf  ben  englifd^en  'Xl}xon. 
2(ber  Seibnij  fiel  in  Ungnabe  unb  raar  in  ben  legten  SebenejaEiren 
oercinfamt.  @r  ftarb,  oon  heftigen  förperlid^en  Seiben  geplogt,  1716. 

^faa!  DZeroton  rourbe  1642  in  SBooIst^orpe  bei  @rant[)am 
in  Sincolnf^ire  geboren  unb  fam  1661  aU  ©tubent  nad^  6am  = 
bribge.  ^ier  ftubierte  er  ^e§carte§'  Geometrie  unb  ballig' 
Arithmetica  infinitorum  unb  ^örte  bie  3>orlefungen  Sarroroö.  @r 
l^atte,  roie  man  fiet)t,  me()r  ©lud  alg  Seibnij,  ber  roüf)renb  feiner 
Stubienjeit  nidits  üon  ben  neueren  '5ortfd)rittcn  ber  3)iat{)ema}if 
erfuf)r.  Sf^erofon  badjte  über  aUeä,  roa§  er  hv,  felbftänbig  nad) 
imb  „bog  ftete  9fZad^benfen"  mar,  roie  er  felbft  fagte,  ber  23eg,  auf 
bem  er  ju  feinen  großen  ©ntbedungen  fam.  ^n  ben  ^afjren 
1665 — G7  fanb  er  (burd)  boö  ©tubium  ron  Söalli^  angeregt)  bie 
Sinomiolformel  für  gebrod;ene  pofitioe  imb  negatiue  (^jponenten 
(ügl.  oben  §  39)  unb  oerf^icbene  anbere  mit  unenblid^in  9tii{)cn 
jufammenf)ängenbe  9iefultate.*)    'änd)  legte  er  bamalä  fd^on  ben 

*)  3-  33.  bie  9tei:^enentiDicftung  Qtgebrai?d)er  ^^unftionen. 
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©runb  §u  feiner  %lü]cion^xt^nung,.  2)ie  birefte  unb  bie  in= 
oerfe  3^Iujionäred)nung  finb  balfelbe  rote  Differential-  unb  ^ntegra{= 
red;nung.  3"  ie»e  3^it  faßt  and)  feine  gro^e  (Sntbedfung  ber  att= 
gemeinen  ©aüitation.  S)ie  ©lunbibee  ber  gluEionSred^nung  ift 
bie,  ba^  jebe  33eränberlic^e  ober  „gluente"  alä  ^unftion  ber  ^ixt 
betrad^tet  roirb.  ®ie  3eit  ift  alfo  bie  allgemeine  unabhängige  2Ser= 
änberlid^e.  ®ie  ©efc^ruinbigfeit,  mit  ber  eine  gfuente  x  \iä)  änbert, 
nennt  9^en)ton  bie  ^.^lujion"  üon  x  unb  bejeic^net  fie  mit  x. 
Sinbert  fid^  x  gleidiförmig,  b.  f).  in  gleichen  3eiten  um  ben  gteid^en 
Setrag,  fo  ift  i  =  1.  SDie  9?emtonfd)en  ^lujioncn  finb  alfo  ha^- 
felbe  roie  bie  2l6(eitungen  ober  2)ifferentiaIquotienten,  nur  \)a^  bie 
3eit  bie  unabhängige  3SeränberIid)e  ift. 

©I  mu^  überrafc^en,  ba^  DUroton,  obroo^f  er  f(^on  fo  öiefe 
2lntt)enbungen  oon  feiner  5-Iu£ion§red)nung  befa^,  in  feinem  großen 
2Ser!„Philosopliiae  naturalis  principia  mathematica"(1686 — 87) 
feinen  ©ebraud^  baoon  mad)te.  ^^aä)  feiner  eigenen  Eingabe  §at 
er  bie  meiften  9tefultate  in  biefem  Sud^  mit  ^ilfe  feiner  gluEionäs 
rec^nung  gefunben  unb  no(^  bem  ©rfdieinen  beffelben  jeigte  au<^ 
Seibni§,  rote  leicht  fic^  bie  meiften  9lefultate  mtttelft  ber  ^nfini= 
tefimalred)nung  ableiten  laffen.  ©g  fam  aber  g^erotou  barauf  an, 
fo  roid^ttge  Unter mc^ungen,  roie  fie  bie  „Principia"  enthalten,  in 
einer  ?^orm  barjuftellen,  bie  htn  Sefer  nic^t  nötigt,  erft  eine  neue 
Ütec^nunggart  fennen  ju  lernen. 

^^ublijiert  t)at  ÜZetDton  feine  g^fuEionSrec^nung  fe^r  fpät, 
obwohl  oerfd^iebene  Slbtjanblungen  längft  au^georbeitet  bei  i^m 
lagen,  ©ein  |)auptroerf  über  3nfiniteftmalred)nung  „Methodus 
fluxionum  et  serierum  infinitanim"  rourbe  erft  nac^  feinem  2;obe 
(er  ftarb  1727)  gebrudt.  9?eroton  ^atte  immer  eine  große  2tb= 
neigung  öffentlii^  aufzutreten.  @»  roirö  gefagt,  ba^  i^n  ein  ©egenitanb, 
ben  er  bearbeitete,  nic^t  me^r  intereffierte,  fobalö  anöre  etroa§  ba= 
rüber  publijiert  Ratten.  2)aä  mag  ber  ©runb  geroefen  fein,  ha^  feine 
^lujiongred^nungfofpätDiröffi-ntlidjt  rourbe,  gu  fpät,  um  fid^  neben 
bem  fd)on  oerbreiteten  2etbni§f(^en  Galcül  ©eltung  ju  nerfc^affen. 

^n  Prt0ntätsfimt  jtDifdjen  Imtüu  unt>  Cnbntj. 

Sm  ^a^re  1699  liefe  giicola§  «^-atio  be  S)uil(ter  (ein 
©enfer,  ber  Se^iebungen  gu  ^urigenl  ^atte  unb  5Ritglieb  ber 
Royal  Society  mar)  mtt  ©ene{)migung  biefer  ©efellfd)aft  eine  8d^rift 
erii^einen,  in  ber  er  2eibni§  Dorroarf,  er  l)abe  feine  2)ifferentiat= 
rec^nung  nic^t  felbftänbig  erfunöen,  fonbern  oon  9Zeroton  entlet)nt. 


126  §iftortfd)c  Überfielt. 

Seibnis  be^^merte  ftcf)  roegen  biefer  Sefc^ulbigung  6ei  ber 
Eoyal  Society  'unb  lie^  in  beu  „Acta  Eruditoiiim"  eine  2(nt= 
roort  auf  gatioö  Eingriffe  erfdjeinen.  ßr  füt)rt  9?eroton§  eignes 
3eugni§  an,  ber  in  ben  „Principia"  bie  Unabl)ängigfeit  feiner  unb 
ber  Seibnisfc^en  (Sntbed'ungen  öffentlii^  anerfannt  f;atte  (1687). 

^m  ^at)re  1704  lie^  92en)ton  im  5tnl)ang  eine»  optifc^en 
3ßer!eg  eine  alte  2tbl)anblung  über  bie  Quabratur  ber  Ifturoen,  bie 
eine  furje  2)arfteIIung  ber  ^fu^iongrei^nung  entt)ält,  brucfen. 
Seibnij  fd^rieb  für  bie  Acta  Emditomm  eine  2(njeige  biefer 
©(^rift,  o{)ne  aber  feinen  9iamen  ju  nennen,  ^n  biefer  Stngeige 
finbet  fid)  eine  Semerfiing,  bie  fo  aufgefaßt  njerben  fonn,  al§  motte 
fie  5Zett)ton  bie  (Selbftänbigfeit  ber  ©rfinbung  abfpred)en  unb  if)n 
üon  Seibnig  abf)ängig  mad^en.  ^fieroton  fd^eint,  bamal§  burd^ 
politifd^e  2;ätigfeit  ftarf  in  Stnfprud^  genommen,  biefen  2tuffalj  ni(^t 
gelefen  gu  l^aben.  35ietteid^t  ^ätte  er  fonft  barauf  geantroortet. 
Seibnig  benu^te  aud;  ben  'Xo'o  ^acob  Sernoulliä  (ber  5u= 
fammen  mit  feinem  SSruber  ^oljann  üiel  für  ben  2(u5bau  unb  bie 
2lnraenbungen  be§  öeibnijfc^en  (Salcülg  getan  I)alte),  um  in  einem 
^flefrolog  bie  „Seibni^fd^e  ^nfinitefimalanah)fi§"  aU  eine  gro^e  (Srfin= 
bung  l)inftellen  §u  laffen,  o^ne  bn^  babei  3^eroton  ermähnt  rourbe. 

SBon  ber  anberen  ©eite  !am  erft  1710  raieber  ein  S3orfto|. 
^o{)n  ^eiü,  ein  ^2(n^änger  3^eioton§,  fd^rieb  eine  Slrbeit  über 
3entripetalfräfte  unb  fagte  barin  gerabegu,  Seibnig  \:)ab^  bie  9Un)  = 
tonfd^e  gluEion§red^nung  „unter  SSerönberung  beg  5^amen§  unb 
ber  SSegeid^nungSroeife  in  ben  Acta  Eruditorum  oeröffenttid^t". 
Seibnig  befd^roerte  fid)  roieber  bei  ber  Eoyal  Society,  beren  ^räfi= 
bent  bamal§  S^ieroton  mar.  ©ö  mürbe  bann  fd^Iieilid^  eine  ^om= 
miffion  eingefe^t,  bie  ben  SCatbeftanb  prüfen  follte.  <Sie  fprad^  fid^ 
bo^in  au§,  ba^  9^eroton  ber  erfte  (Srfinber  ber  ^nfinitefimalred^: 
nung  fei.  ®ie  ©diriftftüde,  auf  bie  fid^  ba»  Urteil  ftü^te,  mürben 
gebrudt  unb  überaß  oerbreitet.  Sitte  Semü^ungen  Seibnigenö  unb 
unparteiif^er  Wlänntx  raaren  erfolglog.  Söä^renb  bcg  gangen 
18.  ^at)rl)unbert§  ^at  mon  bie  (5ntfd}eibung  jener  ^ommiffion  für 
mo^gebenb  gehalten  unb  erft  bag  19.  ^al)rl)unbert  l)at  bie  ©l)re 
unfereg  großen  Sanbämanneg  roieberl)ergeftettt.  ©eine  llnabl)ängig= 
feit  üon  Sheraton  ift  mit  ©id)erf)eit  nac^gemiefcn  imb  9iiemanb 
barf  je^t  baran  gmeifeln.  2lbl)ängig  ift  er  nur  —  ebcnfo  aber  unb 
metteid)t  in  noc^  l)öljerem  Wa^i  9iemton  —  oon  ben  5Jiännern, 
bie  mir  oben  alg  bie  3Sorläufer  beiber  bejeid^neten. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Biermann,  Dr.  Otto,  Professor  an  der  k.  k.  Technischen  Hochschule 
zu  Brunn,  Elemente  der  höheren  Mathematik.  Vorlesungen 
zur  Vorbereitung  des  Studiums  der  Differentialrechnung,  Algebra 
und  Funktionentheorie.  [Xnu.382S.]  gr.  8.  1895.  geh.n.  .€  10.— , 
in  Leinwand  geb.  n.  JC.  11. — 

Burkhardt,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Universität  Zürich,  Vorlesungen 
über  dieElemente  derDifferential-  und  Integralrechnung 
und  ihre  Anwendung  zur  Beschreibung  von  Naturerschei- 
nungen. Mit  38  Figuren  im  Text.  [XI  u.  252  S.]  gr.  8.  1907. 
In  Leinwand  geb.  n.  J(.  6. — 

Cesäro,  Ernesto,  Professor  der  Mathematik  an  der  Königl.  Universität 
Neapel,  elementares  Lehrbuch  der  algebraischen  Ana- 
lysis  und  der  Infinitesimalrechnung.  Mit  zahlreichen Übungs- 
beispielen.  Nach  einem  Manuskript  des  Verfassers  deutsch  heraus- 
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gr.  8.     1904.     In  Leinwand  geb.  n.  M.  15. — 

Czuber,  Dr.  Emanuel,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Wien, 
Vorlesungen  über  Differential-  und  Integralrechnung. 
2  Bände.     Zweite,  sorgfältig  durchgesehene  Auflage,     gr.  8. 

I.  Band.     Mit  115  Figuren  im   Text.     [XIV   u.  560  S.]     1906.     In   Leinwand 
geb.  n.  M  12. — 
n.      —        Mit  87   Figuren  im  Text.     [VIII  n.  532   S.]     1906.     In  Leinwand 
geb.  n.  ^H.  12.— 

Fisher,  Dr.  phil.  Irving,  Professor  der  Nationalökonomie  an  der  Yale 
Universität,  kurze  Einleitung  in  die  Differential-  und  In- 
tegralrechnung (Infinitesimalrechnung).  Aus  der  durch 
mehrere  Verbesserangen  des  Verfassers  vervollständigten  dritten 
englischen  Ausgabe  übersetzt  von  N.  Pinkus.  Mit  11  Figuren  im 
Text.     [VI  u.  72  S.]     gr.  8.     1904.     In  Leinwand  geb.  n.  ofi.  1.80. 

Fricke,  Dr.  Robert,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Braun- 
schweig, und  Geh.  Regierungsrat  Dr.  Felix  Klein,  Professor  an  der 
Universität  Göttingen,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der 
automorphen  Funktionen.     In  2  Bänden. 

I.Band.     Die   gruppentheore tischen   Grundlagen.     Mit   192  Figuren  im 
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wendungen.     1.  Hälfte.      Engere    Theorie    der    automorphen 
Funktionen.  Mit  34  Figuren  im  Text.  [282  S.]  gr.8.  1901.  geh.n.JClO.— 

GenoeeM,  Angelo,  Differentialrechnung  und  Anfangsgründe 
der  Integralrechnung,  herausgegeben  von  Giuseppe  Peano. 
Autorisierte  deutsche  Übersetzung  von  Dr.  G.  Bohlmann,  Pro- 
fessor in  Berlin,  und  A.  Schepp,  weiland  Oberleutnant  a.  D.  in 
Wiesbaden.  Mit  einem  Vorwort  von  A.  Mayer.  [VH  u.  399  S.] 
gr.  8.     1899.     In  Leinwand  geb.  n.  JC  12.— 

Harnaek,  Dr.  Axel,  weiland  Professor  der  Mathematik  an  dem  Poly- 
technikum zu  Dresden,  die  Elemente  der  Differential-  und 
Integralrechnung.  Zur  Einführung  in  das  Studium  dargestellt. 
Mit  Figuren  im  Text.  [VIH  u.  409  S.]  gr.  8.  1881.  geh.  n.  JC  7.60, 
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Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Kronecker,  Leopold,  Vorlesungen  über  Mathematik.  Heraus- 
gegeben unter  Mitwirkung  einer  von  der  Königl.  Preußischen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  eingesetzten  Kommission.  Vorlesungen 
über  die  Theorie  der  einfachen  und  der  vielfachen  Inte- 
grale, herausgegeben  von  E.  Netto.  [X  u.  346  S.].  gr.  8.  1894. 
geh.  n.  JC.  12.— 

Paseh,  Dr.  Moritz,  Professor  an  der  Universität  Gießen,  Einleitung 
in  die  Differential-  und  Integralrechnung.  Mit  Figuren 
im  Text.     [VII  u.  1«8  S.]     gr.  8.     1882.     geh.  n.  JL  3.20. 

Perry,  Dr.  John,  F.  R.  S.,  Professor  der  Mechanik  und  Mathematik  am 
Koyal  College  of  Science  zu  London,  höhere  Analysis  für  In- 
genieure. Autorisierte  deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Robert 
Fricke,  ord.  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Braun- 
schweig, und  Fritz  Süchting,  Direktor  des  städtischen  Elektrizi- 
tätswerkes in  Bremen.  Mit  106  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
[X  u.  423  S.]     gr.  8.     1902.     In  Leinw.  geb.  n.  JC  12.— 

Reiehel,  Dr.  Otto,  Professor  an  der  Königl.  Landw.  Hochschule  zu  Berlin, 
Vorstufen  der  höheren  Analysis  und  analytischen  Geo- 
metrie. Mit  30  Figuren  im  Text.  [X  u.  111  S"]  gr.  8.  1904. 
In  Leinwand  geb.  n.  JL  2.40. 

Schröder,  Dr.  H.,  Direktor  der  Oberrealschule  zu  Gr.-Lichterfelde ,  die 

,,/      Anfangsgründe  der  Differential-   und  Integralrechnung. 

A       Für  Schüler  höherer  Lehranstalten  und   Fachschulen,    sowie   zum 

/''  \       Selbstunterricht.     Mit  zahlreichen  Übungsbeispielen  und  27  Text- 

'      figuren.     [VII  u.  131  S.]     gr.  8.     1905.     kart.  n.  Jl  1.60. 

Serret  -  Schefifers.  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung. Nach  Axel  Harnacks  Übersetzung.  Dritte  Auflage. 
Neu  bearbeitet  von  G.  Scheffers,  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  zu  Charlottenburg. 

I.Baud.    Differentialrechnung     Mit  70  Figuren   im   Text.     [XVI  u.  624  S.] 
gr.  8.     1906.     In  Leinwand  geb.  n.  Jt  13. — 
n.     —       Integralrechnung.    Mit  105  Figuren  im  Text.     [XIV  u.  586  S.]     gr.  8. 
1907.     In  Leinwand  geb.  n.  JL  Vi. — 
III.     —       Differentialgleichungen  und  Variationsrechnung      [In  Vor- 
bereitung.] 

Stolz,  Dr.  O.,  weil.  Professor  an  der  Unirersität  Innsbruck,  Grundzüge 
der  Differential- und  Integralrechnung.  In  3  Teilen,  gr.  8. 
geh.  n.  Jl.  24. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  JC.  27.—  Einzeln  jeder  Teil 
geh.  n.  Ji.  8. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  Jt  9. — 

I.Teil.     Beeile  Veränderliche  und  Funktionen.     Mit  1  Figuren  im  Text. 
[X  u.  460  S.]     1893. 
rt.     —      Komplexe  Veränderliche  und  Funktionen.     Mit  33  Figuren  im 

Text.     [IX  n.  33  i  S.]     1896. 
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Hu8  JVatur  und  Geiftcswelt 

Sammlung  toi j|en((i)af tltd) = gemeinoer jtän6Itd)er 
Darjtellungen  aus  allen  ©ebieten  öes  IDijfens 

in  Bänö(i)cn  Don  1 30-1  öOSciten. 
3eöes  Bänöd)en  i[t  in  fid)  ah-- 
gefc{)Ioffen  unb    einsein  fäuflid). 


fficljcftct 
t  lltorf. 


<5ebun6ett 
Inf.  1.25. 


Die  Sammlung  „Aus  Hatur  unb  (BeiftestDelt"  fud)t  il)re  Hufgabe  m(f)t  in 
öer  DorfüI)rung  einer  Sülle  Don  £ef|rftoff  unö  £cl)rfä^cn  oöer  etroa  gar 
uncrtDiefenen  E)t)potI)efen,  fonöern  öarin,  öem  £cfer  üerftänönis  öafür  3U 
Dermitteln,  roie  öie  moberne  tDiffenfd)aft  es  crreidjt  l\at,  über  loidjtige 
5ragen  üon  allgemeinftem  3ntcreffc  Cid)t  3U  ocrbreiten.  Sie  toill  öem 
Sinjelnen  ermögli(i)en,  toenigftens  an  einem  punftc  fid)  über  öen  engen 
Kreis,  in  öen  if)n  l)eute  meift  6er  Beruf  einfd)Iic§t,  3U  erf)eben,  an  einem 
Pun!tc  öie  Sreil)eit  unö  Selbftänöigfeit  öes  geiftigen  £ebens  3U  geroinnen. 
3n  öiefem  Sinne  bieten  öie  einscinen  in  fid)  abgefdjioffenen  Sdjriften  geraöe 
öem  „£aien"  auf  öem  betreffenöen  ©ebicte  in  noller  flnf,d)auli(i)!cit  unö 
lebenöiger  5rif'i)e  eine  geörängtc,  aber  anregenöe  Überfid)t. 

Aberglaube  f.  Ijeila)iffenfd)aft. 

Hbftammungsleliife.  flbftammungslel^rc  unö  Dartoinismus.  Don 
Profcffor  Dr.  R.  £)effc.    2.  Huflage.    mit  37  Siguren  im  tEejt.    (Hr.  39.) 

Die  Darjtellung  öer  großen  (Errungenidjaft  öer  btologijdjen  5orfdiung  öes  Dortgen  3Ql)rt)unöerts, 
öer  flbftammungsleljre,  erörtert  öie  ätoei  5fagcn:  „ÜJas  nötigt  uns  3ur  flnnal)me  öer  flb= 
itammuiigslef)re  ?"  unö  —  öie  Dtel  (d}TOterigere  —  „loie  ge(d)al)  öie  Umroanölung  öer  tlier=  unö 
Pflansenarten.rocldieöieflbjtatnmungslelire  foröert?"oöer:„tDie  roirö  öieflbjtammung  erflärt?" 

aigebra  f.  Hritfimctif. 

ÄHoljollsmus.  Der  aifo!)oIismus,  feine  tDirfungen  unö  feine  Be= 
fämpfung.  £jerausgegeben  com  Sentraloerbanö  3ur  Befämpfung  öes 
flIfof)oIismus.    3  Bänödien.    (Hr.  103.    104.    145.) 

Die  örei  Bänödien  {in^  ei"  fleines  tuiüenldjaftlidies  Kompenöium  öer  fllfofjolfrage,  Der» 
faßt  Don  öen  beften  Kennern  öer  mit  iljr  oerbunöenen  f03ial=Ijt)gienijdien  unö  J03ial=et^ifdicn 
Probleme.  Sie  entl)alten  eine  Sülle  von  material  in  überftditlidier  unö  (djöner  üarftellung 
unö  jinö  unentbel)rlicfi  für  alle,  öenen  öie  Befämpfung  öes  flItof)oIismus  als  eine  öer  roidjtigften 
unö  beöeutungsDoIIiten  Aufgaben  ernjter,  fittlid)er  unö  f03taler  Kulturarbeit  am  fjerjcn  liegt. 
Banö  I.  Der  flifoljol  unö  öos  Kino.  Don  Prof.  Dr.  IDilljelm  tDepganöt.  Die  Aufgaben  öer 
Sdjule  im  Kampf  gegen  öen  flitoljolismus.  Don  Prof.  IHartin  fjartmann.  Der  flltoi)olismus 
unö  öer  flrbeiterftanö.  Don  Dr.  (Beorg  Keferftein.  flitoljolismus  unö  Armenpflege.  Don 
Staötrat  (Emil  IHünfterberg. 

Banö  II .  Die  roiffenf diaftlidien  Kurfe  3um  Stuöium  öes  flif ofjotismus.  Don  Dr.  j  ur.  non  Straug 
unö  tEornei).  (Einleitung.  Don  Prof.  Dr.  niay  Rubner.  flItof)oIismus  unö  neroofität.  Don 
Profeffor  Dr.  Itlaj  £äi)r.  flUoI)oI  unö  (Beiftesfronttjetten.  Don  Dr.  ffitto  3uliusburger. 
aitcf)oIismus  unö  projtitution.  Don  Dr.  <D.  RofentljaL  AIfol)ol  unö  Derleljrsroefen.  Don 
(Eifenbafjnöirettor  öe  tierra. 

Bonö  III.  (Eröffnungsanfpradie.  Don  IDirfL  (Bei).  (DBerreg.=Rat  Senatspräf.  Dr.  oon  StrauS 
unö  Sornei).  AlIoI)oI  unö  Seelenleben.  Don  Prof.  Dr.  flfdjaffenburg.  flIfoI)oI  unö  Straf» 
gefe^.  Don  G)berar3t  Dr.  3uliusburgcr.  (Einriditungen  im  Kampf  gegen  öen  AItof)oI.  Don 
Dr.  med.  Caquer.  tDirfungen  öes  Alfofjols  auf  öie  inneren  (Drgane.  Don  Dr.  med.  £iebe. 
fllto^ol  als  rtaljrungsmittel.  Don  Dr.  med.  et  phil.  R.  (D.  neumann.  Älteite  öeutfAe 
inäßigteitsberoegung.  Don  paftor  Dr.  Stubbe.    Sdiluganfpradie.  Don  Reg.-Rat  Dr.  IDeijmann. 


ftus  natur  un6  (Bciftestocit. 

3cöcs   Bänöd)en  gel)cftet  1   ITIf.,   geftf)rtiacfDoII  gebunben  1   TUt  25  Pfg. 

flmcifcn.  Die  flincifen.  Don  Dr.  Srieörid)  Knauer.  ItTit  61  Siguren. 
(rir.  94.) 

ja&t  öie  (Ergcbnilje  öcr  fo  tntereffanten  5ori(iiungen  über  bas  Sun  unb  (Treiben  einlieimt[d|er 
unö  efotijdier  flmciien,  über  ötc  Diejgeitaltigfeit  öer  formen  im  flmeijcnjtaate,  über  öie 
Bautätigteit,  Brutpflege  unö  ganse  Ötonomie  öer  flmeijen,  über  iljr  3u|ammenleben  mit 
anöcren  tlieren  unö  mit  Pflanjen,  über  öie  Sinnestätigfeit  öer  Ametjen  unb  über  anöere 
interejfante  Details  aus  öem  flmeilcnleben  sujammen. 

Hmcrifa  (f.  a.  tEed)nif(f)e  ^ocf)fd)uIen,  Sdiulroefen).  Aus  öem  amerifanifdjen 
H)trtf(f)aftslcben.  Don  Prof.  3.  taurence  Caugl)ltn.  Tflit  9  grapi). Dar= 
Stellungen.    (Hr.  127.) 

(Ein  flmerifaner  beljanöelt  für  öeutfdje  £e(er  öie  fragen,  öie  augenblidlidj  im  Doröergrunbe 
öes  öffentlidjen  £ebens  in  flmerita  fteljen,  öen  IDettbemerb  jtDifdien  öen  Dereinigten  Staaten 
unö  (Europa  —  Sdjutijoll  unö  Resiprojität  in  öen  Dereitiigten  Staaten  —  Die  Arbeiterfrage 
in  öen  Dereinigten  Staaten  —  Die  ameritaniidjc  tiruitfrage  —  Die  <Eifenbal)nfrage  in  öen 
Dereinigten  Staaten  —  Die  Banffrage  in  öen  Dereinigten  Staaten  —  Die  Ijerridienöen  oolfs> 
rDirt|d)aftlidien  3öeen  in  öen  Dereinigten  Staaten. 

(Bef(f)i(i)te  öer  Dereinigten  Staaten  oon  Hmerifa.  Don  Dr.  (E.D  aencll. 

(Hr.  147.) 

(jibt  in  großen  3ügen  eine  übcr|i(iitlicf)e  Darftellung  öer  gefdjiditlidien,  tulturgeidiidjtlidien 
unö  roirtidjaftlidien  (Enhoitflung  öer  Dereinigten  Staaten  non  öen  erjtcn  KoIonijationsDer^ 
fudien  bis  jur  iüngften  (Degentnart  mit  bejonüerer  Berüijidjtigung  öer  oerjdiieöenen  poIiti)(^en, 
etl)nograp{)ifdien,  fosialen  unö  tDirtjdiaftlictjen  Probleme,  öie  3ur  3eit  öie  flmerifaner  bc= 
jonöers  beroegen. 

atitljropologie  f.  nTcnfd). 

f{t&etterfd)U^.   flrbeiterfcfju^  unö  flrbciterüerfid)erung.   Don  toetl,  pro= 

feffor  Dr.  ®.  d.  3tDieötned=SüöenI)orft.     (Hr.  78.) 

Das  Bud)  bietet  eine  geörängte  Darftellung  öes  gemeiniglid)  unter  öem  tEitel  „Arbeiter^ 
frage"  beljanöelten  Stoffes;  insbefonbere  treten  öie  5ragen  öer  Itotroenöigleit,  3n)e<imä6ig= 
feit  unö  öer  ötonomi|d)en  Begren3ung  öer  ein3elnen  Sdju^magnaljmen  unö  i)erjid)erungs^ 
einridjtungen  in  öen  Doröergrunö. 

flritlimctH  un6  fligcbra  (f.  a.  irtatljcmatifdie  Spiele)  3um  Selbfi» 
unterrid)t.  Don  profeffor  Dr.  p.  Cran^.  I.  Seil:  Die  Reci)nungsarten. 
(5Iei(i)ungen  erften  (Braöes  mit  einer  unö  meijreren  Hnbefannten.  (Bleidjungen 
3tDeiten  ©raöes.     Htit  9  Siguren  im  2eft.     (Hr.  120.) 

lüill  in  leidjt  fafelidicr  unö  für  öas  Selbftftuöium  geeigneter  Darftellung  über  öie  Anfangs» 
grünbe  öer  Arit{)metit  unö  Algebra  unterriditen  unö  betjanbelt  öie  fieben  Redjnungsarten, 
öie  (Bleidjungen  erften  (Braöcs  mit  einer  unö  meljreren  Unbetannten  unb  öie  ©leidiungen 
3rDeiten  (Srabes  mit  einer  UTtbefannten,  roobei  oud)  öie  £ogaritl)mcn  (o  ausfüljrlidi  bel)anöelt 
finb,  ba^  iemanb  an  ber  l^anb  bes  Budjes  fid)  aud)  DoUJtänöig  mit  öem  (Bebraudie  öer 
£ogaritf)mentafeln  oertraut  madjen  fann. 

Üftlietif  f.  £ebensanfd)auungen. 

flftronotntc  (f.  a.  Kalenöer;  IHonö ;  IDeltall).  Das  aftronomifd)e  IDeltbilö 
im  IDanöel  öer  3eit.  Don  Profeffor  Dr.  S.  (Dppenijeim.  Hut  24  flb» 
bilöungen  im  Sejt.    (Hr.  110.) 

Sd)ilöert  öen  Kampf  öer  beiöen  Ijauptfädilidiften  „IDeltbilöer",  öes  öie  (Erbe  unb  öes  öie 
Sonne  als  Ulittelpuntt  betradjtenocn,  ber  einen  beöeutungsDoUcn  Abjd]nitt  in  öer  Kultur» 
ge(diid)tc  ber  lllcnidiljcit  bilbet,  roie  er  fdion  im  Altertum  bei  bm  ©ried)en  entftanbcn  ift, 
anbertl)alb  3«')rtau(enöe  [pöter  3u  Begiiui  öer  Hcujcit  öurd)  Kopernitus  Don  neuem  auf- 
genommen uuröe  unö  ba  erft  mit  einem  Siege  öes  l}elio3entriidjen  Spjtems  fd)log. 


Aus  ttottir  unb  (Bei^testDclt. 

3eöcs  Bänödjen  get)eftet   1   ÜTf.,  gefdimadDOÜ  gebunöen   1   ITtf.   25  Pfg. 

atomc  f.  molefülc. 

Huge.  Das  fluge  öes  ITIenfdjcn  unö  feine  ®cfunöI)eitsDfIcge.  Don  PriDat= 
öo3ent  Dr.  med.  ©eorgflbelsöorff.    ITTit  15  Rhh.  im  tEejt.     (tlr.  149.) 

Sd)ilöert  öie  flnatomie  öes  menjdilidjen  fluges  foroie  öte  Ceiftungcn  öes  ffiejicfjtsfiiittes,  be= 
iotiöers  fotoett  fte  au^er  öetn  meöistnifdien  nn  allgemein  tniffettidiaftltdies  ober  äfttjetitd^es 
3nterelie  beanfprudien  tonnen,  unö  bctjanöelt  öte  ffiefunöl)eitspflege  (Jipgtcne)  öes  fluges, 
bejonöers  Sd)äöigungcn,  (Er!ranfungen  unö  Derle^ungen  öes  fluges,  Kurjjtditigteit  unö  er= 
Ijeblidje  flugentrantijeiten,  yorote  öte  tünftitdje  Beleuditung. 

BuiomobtI.  Das  flutomobil.  (Eine  (Einfütjrung  in  Bau  unö  Betrieb 
bes  moöernen  Krafttoagens.  Don  3ng.KarIBIau.  ITTitSSflbb.  (ITr.löö.) 

©ibt  in  geörängter  Darftellung  unö  Iciditfafelidier  5orm  einen  anjdiaulidien  Überblid  über 
öas  (Bejanttgebiet  öes  moöernen  flutomobilismus,  fo  öag  jid)  audj  öcr  nidittedjniter  mit  öen 
ffirunöprinjipien  rajd)  nertraut  macficn  tann,  unö  bef)anöelt  öas  Bcn3inautomobil,  öas 
(EIe!tromobiI  unö  öas  üampfautomobil  naä)  iijren  Kraftquellen  unö  fonitigen  tedinifdien 
(Einridjtungen,  rote  3ünöung,  Küt)Iung,  Bremfen,  Stunöung,  Bereifung  ujto. 

Bauhtnfi  (f.  a.  Stäbtebilöer).  Deutfd)e  Baufunft  im  ITlittelalter.  Don 
Profeffor  Dr.  H.  inattl)aci.  2.  Huflagc.  ITtit  Hbbilöungen  im  tieft 
un6  auf  2  Doppeltafeln.    (Hr.  8.) 

Der  Derfaffer  toill  mit  öer  Darftellung  öer  (Entroicflung  öcr  öeutfdjen  Baufunft  bes  ITtitteI= 
alters  ;(ugleidi  über  bas  IDefen  ber  Baufunft  als  Kunft  auftfären,  inöem  er  jeigt,  roie  fid)  im 
Derlauf  ber  (Entrotdlung  öie  RaumDorftellung  flart  unö  certieft,  roie  öas  tedjnifdie  Können 
roädift  unö  öie  praftifdien  Aufgaben  jid)  erroeitern,  roie  öie  romanifdje  Kunft  gefdjaffen  unö 
3ur  Sotif  roeiter  entroicfelt  roirö. 

BeeiI)Ot>en  f.  ITTufif. 

Befrudjtungsoorgang.  Der  Bcfrud)tungst)organg,  fein  IDcfen  unb 
feine  Bebeutung.  Don  Dr.  (Ernft  tEcidjmann.  IRit  7  flbbilbungcn  im 
tEejt  unb  4  Doppeltafeln.     (Hr.  70.) 

IDill  öie  (Ergebniffe  öer  moöernen  Jorfdjung,  öie  fid)  mit  öem  Befrud|tungsprobIem 
befaßt,  öarftellen.  (Ei  unö  Samen,  i|)re  (Benefe,  if)re  Reifung  unö  if)re  Dereinigung  roeröen 
bef)anöelt,  im  dfiromatin  öie  materielle  (Brunölage  öer  Dererbung  aufgeseigt  unö  als  öie 
Beöeutung  öes  Befrudjtungsnorgangs  eine  Irtifdiung  öer  Qualität  3roeier  3nöiDiöuen. 

Beleud)tungs arten.  Die  Beleud)tungsarten  ber  (Begentoart.  Don 
Dr.  pMl.  rDtII)eIm  Brüfcf).    ITIit  155  Hbbilbungen  im  tCejt.     (Hr.  108.) 

©ibt  einen  Überblid  über  ein  geroaltiges  flrbeitsfelö  öeutfdier  tiedinif  unö  IDiffenfdiaft, 
inöem  öie  tedinildjen  unb  roiffeufd^aftlidien  Bebingungen  für  öie  I^erftellung  einer  roirtfdjaft» 
lidfen  Cidjtquelle  unö  öie  ITTettjoben  für  bie  Beurteilung  il)rcs  roirflidjen  tDertes  für  öen 
Derbraudjer,  bie  ein3elnen  Beleudjtungsarten  foroof)I  f)in|iditlidi  i{)rer  pl)tifitalifd5en  unö 
djemifdjen  ffirunölagen  als  aud)  iljrer  2edinif  unö  tierftellung  beljanbelt  roerben. 

BcüöHcrungslcljrc.     Don  profeffor  Dr.  IK.  Ejousl)ofcr.     (Hr.  50.) 

IDill  in  gebrängter  5orm  öas  IDefentHd)e  öer  Betjölferungslefjre  geben  über  (Ermittlung  ber 
DoIfs3af)I,  über  (Blieöerung  unb  Beroegung  ber  Beoölferung,  Derljältnis  öer  Benölterung  3um 
berooljnten  Boöen  unö  öie  Siele  öer  Beoölferungspolitif. 

Bibel  (f.  a.  32fus;  Religion).  Der  tTejt  bzs  Heuen  tEeftaments  naiJj  feiner 
gcfd)id)tlid)en (Entroicflung.  Don DiD.=Pfarrerfl. Pott.  IHitSülafeln.  (nr.l34.) 

n)iH  jn  öie  öas  allgemeine  ^ntereije  an  ber  tEejtfritif  befunöenöe  5rage:  „3ft  öer  urfprüng= 
lidie  aeft  öes  Tteuen  deftamentes  überljaupt  nodj  Ijersuftellen?"  öurd)  öie  (Erörterung  öer 
Derfditcöenfjeiten  öes  £utt)ectejtes  (öes  früf)eren,  reoiöierten  unb  öurdigefeljenen)  unö  feines 
Derljältitiffes  3um  [)eutigen  (öeutfdien)  „berid)tigten"  JLeft,  einfüf)ren,  öen  „älteften  Spuren 
öes  lEertes"  nadigeljen,  eine  „(Einfüljrung  in  öie  ffanöfdjriften"  tcic  bie  „älteften  Übcrfe^ungcn" 
geben  unb  in  „ttljeorie  unö  Prafis"  3eigen,  roie  ber  trejt  beridjtigt  unb  retonftruicrt  röirö. 


ftxis  tlatur  unb  ©ctftcstoclt. 

3eöes  Bän6d)en  gel)eftet  1   Ulf.,  gefdjrriactDoII  gebunben  1   ITtf.  25  Pfg. 

Bilöungstoefen  (f.  a.  Sd]uItDe[en).  Das  öcut|"d)e  Bilbungsroefen  in  feiner 
gefd)i(i)tlid)en  (Enttoidelung.  Don  prof.Dr.  Sricörid)  paulfen.  (Hr.  100.) 

Huf  beldiränftem  Raum  löft  öer  Derfaj|er  öte  idjroierige  Aufgabe,  inöcm  er  öas  Btlöungs» 
roejen  ftets  im  Raljmen  öer  allgemeinen  Kulturberoegung  öaritellt,  jo  öafe  öic  gejamte  Kultur» 
entroidlung  unferes  Dolles  in  öer  Darfteilung  feines  Bilöungstoefens  roie  in  einem  nertleinerten 
Spiegelbilö  3ur  ^rfdjeinung  fommt.  So  roirö  aus  öem  Biidilein  nidit  nur  für  öie  (Ertenntnis 
öer  Dergangenl)eit,  fonöern  aud)   für  öie  Joröerungen  öer  Sufunft  reidje  5rud)t  ertoaditen. 

Biologie  f.  flbftammungsletjre ;  flmeifen;  Befrudjtungsoorgang;  Cebcn; 
lTtecresforfd)U"g ;  Pflctn3cn;  pianfton;  ?Eierleben. 

Botanl!  (f.  a.  (Dbftbau;  Pflanscn;  tDalö).  Kolonialbotanif.  Don  PriDat= 
öosent  Dr.  5rieöri(i)  tEobler.    IHit  3af)Irei(f)en  flbbilöungen.    (Hr.  184.) 

S^ilöert  3unädift  öie  allgemeinen  n)trtfd)aftltd)en  (Brunölagen  tropifdier  Canöroirtfdiaft,  iljre 
(Einri(f|tungen  unö  metI)oöen,  um  öann  öie  befannteften  ffibjette  öer  Kolonialbotanif,  toic 
Kaffee,  Katao,  See,  3ucterrol)r,  Reis,  Kautfdjuf,  ®uttaperd)a,  Baumtoolle,  (DU  nnö  Kofos» 
palme  einer  eingeljenöen  Betradjtung  3U  untersieljen. 

Bud^getDerbe  (f.  a.  3IIuftrationsfunft;  SdjrifttDcfcn).    Das  Budjgctoerbc 

unb  öie  Kultur,    (ttr.  182.) 

3nI|oIt:  Budjgetoerbe  unb  TDiffenfdjaft:  Prof.  Dr.  R.  Sodi. 

Bud)geiDerbe  unb  £tteratur:  Prof.  Dr.  (B.  IDitforosfi. 

Bu(f)gerDcrbc  unö  Kunft:  prof.  Dr.  R.  Kau^fd). 

BudjgetDerbc  unö  Religion:  prioatbos.  lic.  Dr.  f^.  Ijermelinf. 

Bud)gctDerbe  unö  Staat:  Prof.  Dr.  R.  IDuttfe. 

BudigeiDerbe  unö  DoIfsa)irtfci)aft:  Prof.  Dr.  ID.  tDacntig. 

Die  Dorträge  follen  3etgen,  tnie  öas  Bud}getDerbe  nad|  allen  Seiten  mit  fämtlidjen  ©ebieten 
öeutfdjer  Kultur  öurd)  taufenö  5äöen  oerfnüpft  ift,  roie  in  il)m  fid)  befonöers  eng  öie  iöeellcn 
unö  materiellen  Beftrebungen  unö  ©runölagen  unferes  nationalen  Cebens  miteinanöer  r)er= 
binöen.  Sie  toollen  nidjt  nur  bei  öen  flngeljcrigen  öiefes  feit  alters  Ijer  beDor3ugten  unö 
geiftig  f)oditteF)enöen  fficiiierbes  neue  5reuöe  am  Beruf  crtDcden  unö  erljaltcn,  fonöern  Dor 
allem  audj  unter  öen  mit  if)m  in  Berüf)rung  tommenöen  Dertretern  gelef)i-ter  unö  anöerer 
Berufe  nerftänönisDolle  5reunöe  für  feine  (Eigenart  erroerben  l)elfen.  3n  öiefem  Sinne  roeröen 
öic  tBiditigften  großen  Kulturgebiete  beljanöelt.  Der  erfte  Dortrag,  über  öas  Budigeroerbc 
unö  öie  IDiffenfiiiaft,  Don  Prof.  Dr.  R.  $oie,  ötcnt  suglcid)  als  (Einleitung  in  ®ei[t  unö  flb= 
fidjt  öer  gansen  Rcitje,  unö  öaran  fdjliefien  (id)  öann  in  naturgemäßer  5olgc  öie  Bestellungen 
3ur  £iteratur  Don  Prof.  Dr.  ©.  IDitforosfi,  3ur  Kunft  Don  Prof.  Dr.  R.  Kau^fd),  3ur  Religion 
Don  PriDatÖ03ent  Dr.  ij.  f^ermelint,  3um  Staat  non  Prof.  Dr.  fj.  IDaeuttg  unö  3ur  Dolts= 
njirtfdiaft  oon  Prof.  Dr.  R.  IDuttfe. 

IDie  ein  Bud)  entftel)t.    Don  Profcffor  fl.  ID.  Unger.    ITTtt  3aI)I= 

reidjen  flbbilbungcn.    (Hr.  175.) 

(Eine  3ufammenF)(ingenöe  für  roeitere  Kreife  beredincte  Darfteilung  über  (Sefd(id)te,  f)erftellung 
unö  Dertrieb  öes  Budjes  unter  eingeljenöer  Bel)anölung  fämtlidier  budigetDerblidjer  lediniten. 
Damit  roill  öas  Bud}  namentlid)  aud)  öenen,  öie  als  „Autoren"  in  irgenö  einer  näljeren  Be= 
3iel)ung  3ur  Fjerftcüung  öes  Bndies  jteljen,  Anleitung  unö  Beleljrung  über  öas  umfnjfenöe  jo 
außeroröentlid)  interejfante  (Bebtet  öer  grapljijdien  Künfte,  über  Äusjtattung,  Papier,  Sa^, 
3lluftration,  Drud  unö  (Einbanö  öes  Budjes  geben.  Der  prattifdje  IDert  öiefes  Bänöd)ens 
roirö  nod)  erljöljt  öurd)  satilrctd^e  Beigaben  con  Papier»,  Sdjrift.  unö  3llu|trationsproben. 

Bu6M)a.  Ceben  unb£ef)reöcsBuööI)a.  Don  Profcffor  Dr.Rid)arbpif(f)eI. 
mit  1  tEafel.    (Ilr.  109.) 

ffitbt  nad)  einer  Überfidit  über  öie  Sujtanöe  3nöiens  3ur  Seit  öes  Buööija  eine  Dar« 
ftellung  öes  £ebens  öes  Buöölja,  feiner  Stellung  3U  Staat  unö  Kirdic,  feiner  £el)riDetfe, 
fotoie  feiner  Celjre,  feiner  (Etfjif  unö  öer  roeiteren  (Entroidlung  öes  Buööt)ismus. 

(£()emie  (f.a.I^ausfialt;  HTetalle;  Pflansen).  £uft,  IDaffcr,  £\ä\i  unb  IDärmc. 
Rcun  Dorträge  aus  bem  ©ebiete  ber  (EiperimcntaUCIjemie.  Don  profeffor 
Dr.  R.  Blodi'mann.    2.  Huf  läge.    RXit  saljlrcidien  Hbb.  im  tEcft.    (Itr.  5.) 


aus  Jtotur  unb  (SeiftestDelt. 

3eöcs  Bänödicn   geifjeftct   1  IKf.,   gefcf)madDoII  gebunöcn   1  ITlf.  25  Pfg. 

5ül)rt  unter  befonöerer  Berücfjtditiguiig  ber  alltäglidien  (Erfdiettiungen  öes  praftiidjen  Cebens 
in  bas  Derjtänbnts  öer  diemijrf|en  (Erfdieinungen  ein  unö  jeigt  öie  pralti|die  Bebeutung  bes» 
fclben  für  unfer  H)oI)Iergcl)en. 

dtirijtcntum  (f.  o. Bibel ;  3efiis;  Religion).  Aus  6errDcröe3eitbes(rf)nftcn= 
tutns.   Stubtcn  unö  (rf)arafteriftiten.  Don  Prof.  Dr.  3.  (5  c  ff  den.    (tlr.  54.) 

ffiibt  burd)  eine  Reil)c  von  Btlöern  eine  üorjtellung  Don  öer  Stimmung  im  alten  Cljriften^ 
tum  unb  von  feiner  inneren  Kraft  unb  uerfd)afft  fo  ein  Derftänbnis  für  bie  ungefjeure  unb 
Dielfcitige  roeltljijtorifdie  tultur=  unb  religionsgefditditlidje  Betoegung. 

©ampf  unb  1>ain|>fmafd}ine.  Don  profeffor  Dr.  R.  Dater.  Ritt 
44  Hbbilöungcn.     (Rr.  63.) 

S(fiilbert  bie  inneren  Dorgänge  im  Dampf feffel  unb  namentlid)  im  Stjlinöer  ber  Dampf-- 
ma[(i|ine,  um  fo  ein  rtd)tiges  Derftänbnis  bes  IDefens  ber  Dampf mafdiine  unb  ber  in  ber 
Dampfmafditne  fid)  abfpielenben  Dorgänge  3U  ermöglidien. 

DavtDtnismus  f.  flbftammungslcl)rc, 

Deutfd)Ian&  f.  (5efd]id)tc;  Kolonien;  Dolfsftämme;  n)irtfd)aftsgefd|id)te. 

Drama  (f.  a.  Sdiillcr;  Sf)afcfpeare).  Das  öeutfd^e  Drama  öes  ncun= 
3cl|nten  3a'E)i^l!unöerts.  3n  feiner  (Enttoidlung  öargeftelll  oon  profefjor 
Dr.  ®.  R)itfotDsfi.    2.  Huflage.    Rtit  einem  Bilönis  £jebbcls.    (Rr.  51.) 

Sudit  in  erfter  £inie  auf  Ijiftorifdjem  IPegc  bas  Derftänbnis  bes  Dramas  ber  ffiegenroart 
an3ubal)nen  unb  berütffidjtigt  bie  brei  Saftoren,  beren  jeroeilige  Befdioffentjett  bte  (Beftaltung 
bes  Dramas  bebingt:  Kunftanfdjauung,  Sdjoufpielfunft  unb  publüum. 

Dürer,  aibredjt  Dürer.  Don  Dr.  Ruöolf  IDuftm ann.  Ritt  33  flb« 
bilöungcn  im  tEejt.    (Rr.  97.) 

(Eine  fdilidite  unb  fnappe  (Er3Öi)Iung  öes  geroaltigen  menfdjiidien  unb  tünftlerifdien  (Ent= 
roidlungsganges  flibredjt  Dürers  unö  eine  DaritcIIutig  feiner  Kunjt,  in  ber  nad)etnanöer 
feine  Selbft=  unb  flngeljörigenbilbniffe,  öie  Seid^iungen  3ur  flpotoIt)pfe,  bie  Darftellungcii 
Don  Ulann  unö  JDeib,  bas  IHarienlebeii,  öie  Stiftuugsgemälöe,  öie  Raöierungen  Don  Rittertum, 
Srauer  unb  t^eiligfeit  fotnie  bie  roiditigften  IDerfe  aus  ber  3eit  ber  Reife  beljanöelt  roeröcn. 

<EIlc  unb  (Eljcrcdit.  Don  Profeffor  Dr.  CuörDign?aI)rmunö.  (Rr.  115.) 

Sd|ilbert  in  gebrängter  Raffung  bie  iiiftorifd^e  (Entroidlung  bes  (Effebegriffes  oon  ben 
orientalifdjen  unb  üaffifdien  Döl'erti  an  nad)  feiner  natürlidien,  fittlid;en  unö  redjtlidien 
Seite  unb  unterfudjt  bas  Derljältnis  oon  Staat  unb  Kirdje  auf  bem  ©ebiete  bes  (Etjeredjtes, 
betjanbelt  barüber  {)inaus  aber  aud)  alle  jene  fragen  über  öie  red]tlid)e  Stellung  öer  5rau 
unö  befonbers  öer  ITIutter,  bie  immer  Iebi)after  bte  öffentlidie  IReinung  bcfdiäftigen. 

(E{fenbai)nen  (f.  a.  tEed^ni! ;  Derfet|rsenttDidIung).  Die  (Eifenbafjncn,  iljrc 
€ntftef)ung  unö  gcgenroärttge  Derbreitung.  Don  Profeffor  Dr.  §.  f^aljn. 
RTit  3aI)Ireid)en  flbbilöungen  im  tEejt  unö  einer  Doppeltafcl.     (Rr.  71.) 

Itad}  einem  Rüdblicf  auf  bie  früljeften  Seiten  bes  (Eifenbaf)nbaues  fütjrt  ber  Derfaffer  bie 
äifenbafin  im  allgemeinen  nad)  iljren  ^auptmer!malen  cor.  Der  Bau  bes  Bafjnförpers,  ber 
Sunnel,  bie  großen  Brüdenbauten,  foroie  öer  Betrieb  felbft  roeröen  befprodjen,  fdjlieölid)  ein 
Überblitf  über  bie  geograpI)ifdie  Derbreitung  bei  (Eifenbafjnen  gegeben. 

Die  ted)nifd)c  (Entroidlung  öer  (Eifenbafjnen  öer  (Bcgentoart.    Don 

(Eifenbafinbau=  unö  Betriebsinfpeitor  (E.  Bteöermann.  Rlit  3aI)Ireid)en 
flbbilöungen  im  tEejt.    (Rr.  144.) 

Viai\  einem  gefdiiditlidien  Überblicf  über  bie  (Enttnidlung  ber  (Eifenbafjnen  loerben  bie  triidi= 
tigften  ffiebiete  öer  mobernen  (Eifenbafjntedjnit  bet)anbelt,  ber  ©berbau,  (Entroidlung  unb 
Umfang  ber  Spurbaljnne^e  in  öcn  Dcrfdjicöenen  Cänbern,  bie  ©efdiidjte  öes  Cofomotioen 
roefens  bis  3ur  flusbilöung  öer  I^cigöampflotomotioen  einerfeits  unö  öes  elettrifdicn  Betriebes 
anbererfeits,  foroie  ber  Sidierung  bes  Betriebes  öurd(  Steltoerfs»  unö  Blodanlagen. 


^us  Uaiur  unb  (Beiftestoeli. 

3e6cs   Bänöd)en   gcl)eftct   1  ITlf.,   gefditnadDoII  gebunben  1  ITTf.  25  Pfg. 

(Eifen^ÜttentDefen.  Das  (EtfcnI)üttcntDefen.  (Erläutert  in  ad)t  Dor= 
trägen  oon  ®ef).  Bergrat  Profeffor  Dr.  Ej.  IDcööing.  2.  Huflage.  ITItt 
12  Sigurcn  im  (Eeyt.     (Hr.  20.) 

SdiilSert  in  gemeinfafelidier  tDeife,  rote  (Eijen,  öas  uncntbclirlidijte  ütetall,  erseugt  unö  iii 
feine  (Bebraucfisformcn  gebradit  rotrö.  Be[onöers  roirö  öer  f}oäio^empTOie^  naä)  leinen 
diemijdien,  pbpjitalildien  unö  geologt(dien  (Brunblagen  gefdjilöert ,  öie  (Erseugung  öer  Der» 
fdlieöenen  (Eifenartcn  unö  öie  öabei  in  Betradit  fornmenöen  projeije  erörtert. 

(EIcftrotcdjttH  (f.  a.  5unfentelegrapf)ie).  (Brunölagen  öer  (Eleftrotcdjnif. 
Von  Dr.  Rub.  BIod)mann.    mit  3aI)Ireid)en  Rbb.  im  tLejt.     (Hr.  168.) 

(Eine  öurd)  Ie{)rret4ie'flbbilöungen  untcritü^te  Daritellung  öer  clettrifdien  (Erjdjeinungen,  il|rer 
ffirunögeje^e  unö  iijrer  Besici^ungen  3um  IHagnetismus,  |oroie  eine  (Einfül)rung  in  öas  Der= 
ftänönis  öer  3af)Ireid)en  prattiidjen  flnroenöungen  öer  (Elettrisität  in  öen  IHafdiinen  3ur 
Krafter3cugung,  roie  in  öer  cleürifdien  Beleudjtung  unö  in  öer  (Eljemie. 

(England.  (Englanbs  IDeltmad)!  in  if)rer  (Entroicflung  oom  17. 3al!r{junbcrt 
bis  auf  unfere  lEagc.  DonDr.  ID.  £angenbe(f.  Ulit  19  Bilbniffen.  (ttr.  174.) 

Sdjilöcrt  nad)  einem  Überbliif  über  öas  mittelalterlidie  (Englanö  öie  Anfänge  öer  englifdien 
Kolonialpolitit  im  Seitalter  öer  Königin  (Elifabeti;,  öie  innere  politifdje  (Entroirflung  im  17.  unö 
18.  3af)rf)unöert,  öas  allmäl)li(i)e  flufftcigen  3ur  n)ellma(i)t,  öen  geroaltigen  roirtfdjattltdien 
unö  maritimen  fluffdiroung,  fotoie  öen  Ausbau  öes  Kolonialrcidies  im  18.  3af)rl)unöert  unö 
fdjliefet  mit  einer  Beleud)tung  über  öen  gegenroärtigen  Stanö  unö  öie  mutma&Ii(f|e  3utunft 
öes  britifijen  IDeltreidies. 

0Eni6edungen  (f.  a.  Polarforfdjung).  Das  3eitaltcr  öer  (Entöedungcn. 
DonprofeffoT  Dr.  S.  (Bünt{)er.  2.  Huf  läge.  ITIit  einer  tDeltf  arte.  (Hr.  26.) 

mit  lebenöiger  üarftellungsroeife  Jinö  fjier  öie  großen  roeltbatiiegenöen  (Ereigmjje  öei 
geograpI)ijd|en  Renaiffanceseit  anfpred|enö  gefdjilöert,  Don  öer  Begrünöung  öer  portugiefifdjen 
Kolonialfjerrfdiaft  unö  öen  5af)rten  öes  (Eolumbus  an  bis  3u  öem  Ejeroortreten  öer  fran3Ö|i|(I|en, 
britifdjen  unö  IjoIIänöifdjen  Seefaijrer. 

(£r6e  (f.  a.  lUenfd)  unö  (Erbe;  tDirtf(f)aftsgefd)i(i)te).  Hus  bcr  Dorseit 
öer  (Erbe.  Dorträge  über  allgemeine  (Beologie.  Don  profeffor  Dr.  5r-  5red|. 
lUit  49  flbbilöungcn  im  2eft  unö  auf  5  Doppeltafeln.     (ITr.  61.) 

(Erörtert  öie  intereffanteftcn  unö  praftifc!)  toiditigften  Probleme  öer  ffieologie:  öie  tlätigfcit 
öer  Dultane,  öas  Klima  öer  Dor3eit,  (Bebirgsbilöung,  Korallenriffe,  tEalbilöung  unö  (Erofton, 
tPilöbädje  unö  IDiIöbadit>erbauung. 

<£r5fun6e  f.  tDirtfd)aftsgefd)i(^tc. 

(ErflnöungstDCfcn  f.  (Betoerbe. 

(Emöfirung  (f.  a.  Hlfoljolismus;  £}aust)alt;  Kaffee;  Säugling).  (Ernährung 
unö Dolf snafrungsmittcl.  Sed)s Dorträge Don loeil. Prof effor Dr. 3oI)anncs 
Sren^el.    Itlit  6  Hbbilöungen  im  Uejt  unö  2  tEafeln.     (tlr.  19.) 

(Bibt  einen  Überblid  über  bie  gefamtc  (Ernäl)rungslei)re.  Ourd)  (Erörterung  öer  grunölegenöen 
Begriffe  toeröen  öie  3ubereitung  öer  naljrung  unö  öer  Deröauungsapparat  befprod]cn  unö  cnölid) 
öie  t^erjtellung  öer  ein3elnen  llaljrungsmittel,   insbefonöere  aud)  öer  Konfcroen   betjanöclt. 

<£r5te()ung.  (f.  a.  3u9cnbfürforge;  Knabenfjanöarbeit;  päbagogif). 
IHoberne  €r3iel)ung  in  t^aus  unb  Sd)ule.  Dorträge  in  ber  £}umboIb}= 
Hfabemie  3U  Berlin.    Don  3-  Q^cros.     (ITr.  159.) 

Betraditet  öie  (Er3iel)ung  als  Sadje  nidjt  eines  ein3elnen  Berufes,  fonöern  öer  gefamtcn 
gegenroärtigen  (Beneration,  seidjnct  Idjarf  öie  Sdiattcnjeiten  öer  moöcrncn  CErsieljung  unö 
3eigt  ITlittel  unö  IDege  für  eine  allfeitige  Durdiöringung  öes  (Ersieljungsproblems.  2n 
öicfem  Sinne  roeröen  bie  roiditigftcii  (Er3iel)ungsfragen  beljanöelt:  Die  5amtlic  unö  tljre 
päöagogifdien  lUängel,  öer  Cebcnsmorgen  öes  moöenien  Kinöes,  Bureauhatic  unö  Sdicma= 
tismus,  pcrjönliditcitspäöagogit,  Sadji  unö  3ud)tmittel,  öie  religiöfe  ifrage,  gemeinfamc 
(Erstellung  öer  (Befdjlediter,  öie  Armen  am  (Beifte,  (Er3ie!)ung  öer  reiferen  3ugenö  ufro. 


Hus  llatur  unb  ©cijtcstoclt. 

3e6cs  Bän6u)en   gcf)cftet  1  IHf.,   gefd)macfDoII  gebunbcn   1  VHt  25  Pfg. 

<£t>oIuttottismu$  f.  Ccbcnsanfdiauungen. 

färben  f.  Zi6]t. 

$rouenorbcit.  Die  Sraucnarbcit,  ein  Problem  bes  Kapitalismus.  Don 
prioatöoscnt  Dr.  Robert  IDilbranöt.     (Ilr.  106.) 

Das  2I)ema  roirö  als  ein  brennenöes  Problem  beljanöclt,  öas  uns  öurd)  öett  Kapitalismus 
aufgegeben  rooröen  ift,  uiiö  bci)anöelt  von  öem  Dert)ältitts  Don  Beruf  miö  ITluttcrfdjaft  aus, 
als  öem  3entralen  Problem  öer  gansen  5rage,  öte  Urfacfjen  öer  ntebrigeu  Bejaljlung  öcr 
roetblidien  Arbeit,  öie  öaraus  etititetjenöen  Sd)tDicrigteiten  in  öer  Konturren3  öer  grauen 
mit  öen  ITtännern,  öen  (Begenfa^  Don  flrbettertnnen|diut?  unö  Befreiung  öcr  tDeibIicf)cn  Arbeit. 

^rauenbetDegung.  Die  moöcrne  Srauenbetocgung.  Don  Dr.  Kätl)e 
$d|irm ad) er.    (Itr.  67.) 

©ibt  einen  Überblirf  über  öie  tiaupttatjadjen  öer  moöernen  5raiien6«iD«g"ng  i"  aH^n  £änöern 
unö  fdjilöert  eingeljenb  öie  Beftrebungen  öer  moöernen  5rau  auf  öem  (bebiet  öer  Bilöung,  öer 
Arbeit,  öer  Sittlidifeit,  öer  Sosiologie  unö  politif. 

$rouenftfanib^ttßtt.  ©efunöf)eitslebre  für  5rauen.  Don  prioatöosent 
Dr.  R.  Stidjer.    mit  13  Hbbtlöungen  im  Heft.     (Rr.  171.) 

(Eine  (Bejunöfjeitsleljre  für  5rauen,  öie  über  öie  Anlage  bes  roeibliiäjen  ©rganismus  unö 
feine  pflege  UTitcrrid)tet,  3eigt,  tnie  öiefe  bereits  im  Kinöesalter  beginnen  mu§,  roeldje  Be= 
öeutung  öie  allgemeine  förperlidie  unö  geiftige  fjpgiene  insbefonöere  in  öer  3eit  öer  <Ent= 
iDiifelung  l)at,  um  jict)  öann  eingcl)enö  mit  öem  Beruf  öer  Svau  als  ©attin  unö  ntuttcr 
3U  befdjäftigen. 

$rauettlcben.  Deutfd^cs  S^ouenleben  im  IDanöel  6er  3a^rt)iin6crte, 
Don  Direftor  Dr.  (E6.  ®tto.    mit  25  Hbbilöungen.    (Rr.  45.) 

©ibt  ein  Bilö  öes  öeutfdjen  Sraueflsöeus  Don  öer  Ur3eit  bis  3um  Beginn  öes  19.  3af)r= 
I)unöerts,  dou  Deuten  unö  Jütjlen,  Stellung  unö  IDirtjamfeit  öer  öeutfdien  S^ou,  roie  fie  jid) 
im  tDanöel  öer  3''l!rf)unöertc  öarjtellen. 

SrtebensbetDegung  (f.  a.  Re(f)t).  Die  moöernc  Sncöcnsbctocgung.  Don 
flifrcö  Ej.  Srieö.     (Rr.  157.) 

(Entroidclt  öas  BDefen  unö  öie  3iele  öer  ^tteöensberoegung,  gibt  öann  eine  Üarftellung  öer 
Sdiieösgeridjtsbarteit  in  iljrer  (Enttoidiung  unö  gegenroärtigem  Umfang  mit  befonöerer 
Berücffiditigung  öer  f)oI)en  Bebeutung  öer  £)aager5rieöensfonferen3,  bcfdjäftigt  jid)  f)ierauf  mit 
öem  Abrüftungsproblem  unö  gibt  jum  Sdjiug  einen  eingetjenöen  Uberblid  über  öie  ®efd)idile 
öer  5rieöensbemegungen  unö  eine  dironologijdie  Darjtetlung  öer  für  fie  beöeutfamen  (Ereigniffe. 

$ricbrtdj  Sröbcl.  Sein  Zeb^n  unö  fein  IDirfen.  Don  flöelc  oon 
Portugall.     (Rr.  82.) 

Ce^rt  öie  grunölegenöen  ©eöanfen  öer  ITtetlioöe  Jröbels  tennen  unö  gibt  einen  Überblitf 
feiner  roiditiglten  Sdjriften  mit  Betonung  aller  jener  Kcrnausiprüdie,  öte  treuen  unö  oft  ratlofen 
IRüttem  als  IDegtoeiier  in  Ausübung   il)res  f)el)rften  unö  tieiligjten  Berufes  öienen  tonnen. 

^unfcntclcgraptjte.  Die  Su"?eTtteIegrapf)ie.  Don  (Dbcrspoftpraftifant 
§.  ^^urn.    mit  53  ailuftrationen.     (Rr.  167.) 

Itadi  einer  Überfidit  über  öie  elettrifdjen  Dorgänge  bei  öer  5untentelegrap{)ie  unö  einer 
eingef/enöen  Darjtellung  öes  Stjftems  üelefunten  toeröen  öie  für  öie  Derfdjieöenen  AnrDenöungs= 
gebiete  erforöerIid)en  ein3clnen  KonjtruEtionstijpen  Dorgefüf)rt,  (Sdiiffsftationen,  £anö= 
jtationen,  ITlilitärftationen  unö  foldie  für  öen  (Eifenbalinöienft) ,  roobei  naäi  öem  neueften 
Staub  Bon  tDiffenfdjaft  unö  Sedinit  in  jüngfter  Seit  ausgefüljrte  Anlagen  befdirieben  roeröen. 
Danad)  roirö  öer  (Einfluß  öer  5untentelegrapf)ie  auf  tDirtfdiaftsoerteljr  unö  öas  rDirt= 
fd)aftsleben  (im  tjanbcls=  unö  Kriegsfeenerteljr,  für  öen  f^eeresöienjt,  für  öen  Ifetteröienft 
uftD.)  foroie  im  Anfdjiufe  öaran  öie  Regelung  öer  5untentelegrapl)ie  im  öeutfdjen  unö 
internotionalen  Derteljr  erörtert. 


Sius  Itatur  un^  (Bclftcswcit. 

3cöcs  Bänöd)cn  gcf)eftct   1   Hlf.,  gefdjmacfDoII  gebunöcn  1   ITIf.  25  Pfg. 

^ürforgctocfcn  f.  3ugenöfürforgc. 

$ürftentum.  Dcutfd)cs  Sürftcntum  un6  öeutfdjcs  PerfaffungstDefen. 
Don  profcffor  Dr.  (E.  Ejubrid).     {Xlv.  80.) 

Der  Derfalfer  3eigt  in  großen  Umriffen  öen  tDeg,  auf  öem  öeutjdjes  5ür(tentum  unb  beutjdje 
DoI!sfrci{)eit  3U  bem  in  ber  (Begentoart  gcltenben  toedileljeitigen  flusglcid)  gelangt  (inb,  unter 
bejonberer  Berüdfidjtigung  ber  preugiidien  DerfaüungsDerljältniffe.  Xlaä)  fürserer  Beleuditung 
ber  älteren  Derfaüungspartie  |d)i[bert  ber  Derfafier  bte  Begrünbung  bes  fürjtlidicn  Rbfo= 
lutismus  unb  bemgegenüber  bas  (Ertoadien,  Sovtfdireiten  unb  Siegen  bis  mobemen  Kon= 
ftttutionalismus. 

(5asmafd)inen  f.  tDännefraftmafd)inen. 

(5eiftes!ran{i)etten.  Don  flnftaltsoberarstDr.CBcorg  3Ibcrg.  (Hr.  151.) 

(Erörtert  bos  IPejen  ber  (Bel|tcsfrantl)eiten  unb  an  eingeljenb  3ur  Darjtellung  gelangenben 
Beijpielen  bie  loidjtigiten  5ormen  gcijtigcr  €rtrantung,  um  io  ifire  Kenntnis  3U  förbern, 
bie  riditige  Beurteilung  ber  Seidjen  geijtiger  (Ertranfung  unb  bamit  eine  red)t3eitige  Dcr= 
ftänbnisDoIIe  Beljanblung  berfelben  3u  ermöglid^en. 

(Seiftesleben  f.  lUcnfd). 

<5e09rapt)ie  f.  (Entbcdungcn;  3apan;  Kolonien;  nTcnf(f|;  Paläfttna; 
PoIarforfd)ung;  Stäöte;  Dolfsftämme;  lDirtfd)aftsIebcn. 

(Beologie  \.  (Erbe. 

©crmottcn.  (Bcmtam[d)c  Kultur  in  öcr  Urseit.  DonDr.  (B.Steinl|aufcn. 
mit  17  flbbilöungcn.     (Hr.  75.) 

Das  Büdjlein  beruljt  auf  eingeljenber  (Huellenforjdiung  unb  gibt  in  fef[elnber  Darjtellung 
einen  Überblid  über  gennani|d)es  Ceben  Don  ber  Ur3eit  bis  3ur  Berüljrung  ber  (Bermanen 
mit  ber  römiidjen  Kultur. 

(Berntonifdje int)tt)oIogie.  DonDr.  3ulius  non  Hcgclcin.  (tXr.QS.) 

Der  Derfafier  gibt  ein  Bilb  gcrmanifdien  ffilaubenslebens,  inbem  er  bie  Äußerungen  religiöfen 
£ebens  namentlid)  aud)  im  Kultus  unb  in  ben  (Bebräudien  bes  Aberglaubens  auffudjt,  fid| 
überall  bejtrebt,  bas  3ugrunbe  liegenbe  pjtjdiologiidie  lllotit)  3U  entbecten,  bie  Derroirrenbc 
5üIIe  mt)tl)ii(iier  Catfadjen  unb  ein3elner  Hamen  aber  bemgegenüber  3urütftreten  läßt. 

<5efd)id)te  ([.  a.  flmcrila;  Bilöungstoefcn;  (Englanö;  (Entöedungen;  Stauen 
leben ;  Sürftcntum ;  (Bermanen ;  3ap  an ;  jcfuiten ;  3ngemeurted)nit ;  Kalcnber 
Kriegsroefen;  Kultur;  Kunftgefd)id)tc;  £iteraturgef(f|i(i)te;  £utl)er;  Vflün^t 
ITIufif;  paläftina;  pi)iIofopf)ie;  Pompeji;  Rom;  SdjuItDefcn;  Stäötetoefen 
Dolfsftämmc;  IDeltfianöel;  tDirtfd)aftsgcfcf)id)te). 

PoIitifd)e  f}auptftrömungen  in  (Europa  im  19.  3al}i^f)""&ei^t.    Don 

Profeffor  Dr.  K.  tEt).  f^eigcl.    (Hr.  129.) 

Bietet  eine  fnappe  Darjtellung  ber  rotditigjten  politijdien  (Ercignijje  Dom  flusbrudje  ber  fran= 
3Ölifdien  RcDoIution  bis  3um  Ausgang  bes  19.  3ai)rt)unberts,  roomit  eine  Sdfilberung  ber 
polttiidien  3been  f^anb  in  I>onb  qet)t  ünb  roobei  überall  Urjadje  unb  Solqe,  b.  fi.  ber  innere 
Sujammcnl^ang  ber  einzelnen  Dorgäugc,  bargclcgt,  aud)  Sinnesart  unb  (Taten  tDenigjtens  ber 
einflu6reid)ften  perjönltdifeitcn  gctoürbigt  roerben. 


aus  Itaiuv  unb  (Beiftestoelt. 

3cöcs  Bänöd)cn  gcljcftet  1  ITIf.,   gefd)macfooII  gebunöcn  1  ITT!.  25  Pfg. 

<Sefd)id)te.  üon  £utF)er  3U  Bismard.  12  (Et)arafterbilöer  aus  öcutfdier 
(5cfd)id)tc.  üonProfefforDr.OttofarllOcbcr.  2Bänö(f)en.  (tlr.  123.  124.) 
(Ein  fnappes  unö  öod;  einörucfsDOIles  Bilö  öer  nationalen  unö  fulturellcn  (Entmicfclung  ber 
n€U3eit,  öas  aus  ben  oier  Jaljrliunöerten  je  örei  pcrfönlidifeitcn  fjerausgrcift,  bie  facitimmenb 
eingegriffen  Ijaben  in  öen  IDerbegang  beutfdier  (Befdjidjte.  Der  grofee  Reformator,  Regenten 
großer  unb  tieiner  Staaten,  ffienerale,  Diplomaten  fommen  3U  IDort.  Was  JTlartin  Cutijcr 
einft  geträumt:  ein  nationales  beutfdjes  Katferreid),  unter  Btsmartf  fteljt  es  begrünbet  ba. 

1848.    Sed)sDorträgeDonProfe[forDr.  (DttofarlDcber.  (Hr.SS.) 

Bringt  auf  (Brunb  bes  überreidjen  ITTaterials  in  fnapper  5onn  eine  Darjtellung  ber  roidjtigen 
(Ereignijfe  bes  3af)res  1848,  biejer  naI|e3U  über  gan3  £uropa  t)erbreiteten  grofeen  Beroegung 
in  iljrer  bis  3ur  (Begenroart  reidjenben  IDirfung. 

Reftauratton  unö  Rcoolutton.    Sfissen  3ur  Cntroicflungsgefdjidjte 

öcr  6cutfd)en  (Iinf)ett.    Don  profeffor  Dr.  Rid)arö  Sd|rDcmcr.     (Hr. 37.) 


Die  Rcaltion  unö  öie  neue  Ära.    Sftßsen  3ur  (EnttDtdelungsgefcfjiditc 

öcr  (öegenroart.    Don  Profeffor  Dr.  Rid)arö  Sd|JDemer.     (IXr.  101.) 

Dom  Bunö  3um  Reid).   Heue  Sft33cn  3ur  (EnttDi(feIungsgefd)id)te  öer 

öeutfd]en  (Einljeit.     Don  profe[for  Dr.  Ridjarö   Scf)tDemer.     (Hr.  102.) 

Die  3  Bänbdjen  geben  sufammen  eine  in  fluffajjung  unb  Darftellung  burdjaus  eigenartige 
(Befdiiciite  bes  beutfdien  Doltes  im  19.  3al)rl)unbert.  „Reftauration  unb  Reoolution"  beljanbelt 
bas  Zebm  unb  Streben  bes  beutfdjen  Dolfes  in  ber  erften  l7älfte  bes  19.  3al]rt)unberts,  oon 
bem  erften  flufleudjten  bes  (Bebantens  bes  nationalen  Staates  bis  3U  bem  tragijdien  Sturse  in 
ber  mitte  bes  3afirf)"nöerts.  „Die  Reattion  unb  bie  neue  Ära",  beginnenb  mit  ber  3eit  ber 
irmattung  nad)  bem  großen  fluffdiroung  Don  1848,  ftellt  in  ben  ITtittelpuntt  bes  Prinsen 
Don  Dreufen  unb  (Dtto  Don  Bismarcts  Schaffen.  „Dom  Bunb  3um  Reid)"  3eigt  uns  Bismard 
mit  [idierer  fjanb  bie  (Brunblage  bes  Reid^es  oorbereitenb  unb  bann  immer  entfdjiebencr 
allem  ©efdielfenen  bas  (Bepräge  feines  (Beiftes  oerleil)enb. 

(5cfunMlcltslcI)rc  (f.  a.  flIfol)oIisntus;  (Ernöljrung;  SrauenfranfF|Ctten; 
(5etftesfranfl|etten;  ®t)mnaftif;  ^ausfjalt;  EjeiItDiffenfcf)aft;  Kranfenpficge; 
nTen[d);  Heroenfijftem;  Säugling;  Sd)uII)i)giene;  Stimme;  tluberfulofe).  flcf)t 
Dorträge  aus  öer  (Befunöljeitslefjre.  Don  profeffor  Dr.  ^.  Budjner. 
2.  Auflage,  beforgt  oon  profeffor  Dr.  ITl.  (B ruber.  lUit  safjlretdien 
abbilöungen  im  Scjt.    (Hr.  1.) 

Jrt  flarer  unb  überaus  feffeinber  Darfteilung  unterridjtct  ber  Derfaffer  über  bie  äußeren 
Cebensbebingungcn  bes  ITtenidien,  über  bas  Dertiöltnis  Don  £uft,  Cid}t  unb  IDärme  3um 
menfdjiidien  Körper,  über  Kleibung  unb  IPoIinung,  Boöencerliältntiic  unb  IPafleroerforgung, 
bie  Kranffjeiten  er3eugenben  pilse  unb  bie  3nfeftionstrantI)eiten,  fur3  über  tDid)tige  5ragen 
ber  ^tigiene. 

(Betoerbe  (f.  a.  Budjgetoerbe;  Pflansen).  Der  getoerblicfje  Red)lsfd|u^  in 
Deutfdilanö.     Don  Patentanwalt  B.  Solfsöorf.     (Hr.  138.) 

nadi  einem  allgemeinen  Überblicf  über  (Entftei)ung  unb  (Entroidlung  bes  getoerblidien  Redjts» 
|d)u^es  unb  einer  Beftimmung  ber  Begriffe  Patent  unb  lErfinbung  mirb  3unäd)ft  bas  öeutid|e 
Patentredjt  befjanbelt,  toobei  ber  ffiegenftanb  bes  patentes,  ber  Patcntberedjtigte,  öas  Der» 
fafjren  in  patent|ad)en,  bie  Redite  unb  Pflid)ten  bes  patentinfjabers,  bas  Crlöfdien  bes 
Patentredjtes  unb  bie  Derle^ung  unb  Hnmafeung  bes  Patentidiu^cs  erörtert  toerben.  Sobann 
rriirb  bas  inufter=  unb  traren3eidienredit  bargefteUt  unb  babii  befonbers  Art  unö  (Begenjtanb 
ber  irtufter,  iljre  Hadfbilbung,  (Eintragung,  Sd)utjöQuer  unö  Cöfi^ung  tlargclegt.  (Ein  roeiterer 
flbfdjnitt  befaßt  fid)  mit  ben  internationalen  Derträgen  unb  bem  flusftellungsfd)u§.  3um 
Sdfluffe  roirö  nod)  bie  Stellung  ber  patentanroälte  befprodien. 


3c6cs  Bänödjcn  gc!|cftet  1  ITIf.,  ge[d)ma(JDoII  gebunöen  1  Ulf.  25  Pfg. 

<5»)mitofttf  (f.  a.  (Befunöl)eitslef)re).  Deutfdjcs  Ringen  nad)  Kraft  unb 
$d)önf)ett.    Don  tEurninfpeftor  Karl  ITT ö Her.      (Hr.  188.) 

IDill  für  öie  öie  (Begenroart  beroegenöen  Probleme  einer  {jarmonifdien  (Entfaltung  aller 
Kräfte  öes  Körpers  unb  ffietftes  öie  geroidittglten  Seugnifje  aus  öen  Sdiriften  unjerer  füijrenöen 
(Betfter  beibringen.  Das  erjte  Bänödien  entljält  flusfprüdie  unö  fluffä^e  Don  Sd^iller,  (Boetlje, 
3ean  Paul,  ®utsmut£)s,  3al)n,  Diejterroeg,  Rofemägler,  Spieg,  $v.  tif).  Difd)er  unö  $x.  H.  £ange. 

Die  £ct6csübungcn  unö  il)re  Beöcutung  für  6ie  (Befunöl)eit.  Don 

Profcffor  Dr.  R.  Sanöcr.    2.  Huflagc.    ITTit  19  abbilöungcn.    (Hr.  13.) 

IDill  öarüber  aufflären,  toesljalb  unö  unter  roeldjen  Urnftänöen  öie  £eibesübungen  fegensreid) 
iDirlen,  inöem  es  il)r  tDeJen,  anöererjeits  öie  in  Betradfl  fommenöen  fflrgane  bejpridit; 
erörtert  be|onöers  öie  TOediJelbesieljungen  sroijdien  förperlidier  unb  gcijtiger  Arbeit,  öie 
£eibesübungen  öer  5rauen,  öie  Beöcutung  öes  Sportes  unö  öie  <5efal)ren  öer  {portIi(iien 
Übertreibungen. 

Qonöfcrtigicit  f.  Knabenfjanöarbeit. 

QanbtDerf .  Das  öeutfdje  £)anöu)crl  in  fetner  fulturgefd)i(i)tlid)cn  (EnttDt(!= 
lung.  DonDireftorDr.(EÖ.(Dtto.  2.flufl.  mtt27flbb.ouf  StEafeln.  (Rr.M.) 

«Eine  üarjtellung  öer  (Enttnirflung  öes  öeutjdien  f^anöroerts  bis  in  öie  neueite  3eit,  öer  großen 
Umroäljung  aller  roirtfdjaftlidjen  Derljältnilfc  im  Seitalter  öer  (Eijenbalinen  unö  Dampfe 
mafdjinen  unö  öer  I^anötnerferberoegungen  öes  19.  3flf)rl)unöerts,  roie  bes  älteren  fjanbtrieris= 
lebetis,  feiner  Sitten,  Bräudie  unö  Diditung. 

Qaus  (f.  a.  Kunft).  Das  öeutf(f)e  Ejaus  unö  fein  f^ausrat.  Don  profcffor 
Dr.  RuöoIflTXeringer.  Ritt  lOöflbbilöungen,  öarunter  85  oonprofeffor 
a.  oon  $d)roetter.    (Hr.  116.) 

Das  Bud|  roill  bas  3ntercf|e  an  öem  öeutjdjen  I^aus,  ruie  es  gerooröen  ijt,  föröern;  mit 
3al)lreidien  lünftlerijdien  3llu}trationen  ausgejtattet,  bet)anöelt  es  nad)  öem  „ijeröl)aus"  öas 
oberöcutfdie  I^aus,  füljrt  öann  anldiaulid)  öie  (Einriditung  öer.. für  biejes  diarafterijtifdien 
Stube,  öen  ®fen,  öen  tEijdj,  öas  (E&gerät  cor  unö  gibt  einen  Uberblid  über  öie  t^erfunft 
Don  Ijaws  unö  f^ausrat. 

Kulturgefd)id)te   öes    öeutf(i)en   Baucrnl)aufes.     Don   Regierungs= 

bauntctfter  a.  D.  (II)r.  Rand.    ITtit  70  abbilöungen.    (Hr.  121.) 

Der  Derfajjer  füljrt  öen  £e(er  in  öas  l7aus  öes  germaniid)en  Canötoirtes  unö  3etgt  öcffen 
SnttDÜlung,  roenöet  jid)  öann  öem  t^auje  öer  ffanöinaöifdjen  Bauern  3u,  um  ijierauf  öie 
<EnttDidlung  öes  öeutjdien  Bauernl]au(es  toäljrenö  öes  ITtittelalters  öarsuitellcn  unö  mit  einer 
Sdjilöerung  öer  l}eutigen  form  öes  öeutjdien  Bauemliaujes  3U  jdiUefeen. 

Qaust)alt  (f.  a.  Kaffee).  Die  naturroiffenfdiaften  im  liausfjalt.  Don 
Dr.  3.  Bongaröt.    2  Bänöd)en.    (Hr.  125.    126.) 

I.  tEeil:  IDie  jorgt  öie  I^ausfrau  für  öie  (5e(unöl)eit  öer  Familie?  ITtit  31  flbbilöungen. 
II.  tEeil:  HDie  jorgt  öie  Hausfrau  für  gute  Halirung?  UTit  17  Abbilöungen. 
Selbjt  gebilöetc  Ijausfrauen  fönnen  fidi  fragen  nidit  beanttoorten  wie  öie,  toesfialb  fte  3.  B. 
tonöcnjicrte  lUildi  audi  in  öer  liei^en  3ett  in  offenen  (Befägen  aufbetualiren  fönnen,  roes^alb 
jie  liartem  IDajjer  Soöa  sujeßen,  iDeslialb  ®bjt  im  fupfernen  Kejjel  nidjt  ertalten  joH.  Da 
joU  liier  an  öer  lianö  einfadier  Beijpiete,  unterjtü^t  öurdi  (Experimente  unö  Abbilöungen, 
öas  naturrDifjenjdiaftlidie  Dcnfen  öer  tejerinnen  jo  gejdiult  rocröen,  öa&  jie  befäl}igt  iBeröen, 
aud)  joldie  fragen  jelbjt  3u  beanttoorten,  öie  öas  Budi  unberüdjiditigt  lägt. 


(ri]entie  in  Küd)e  unö  I^aus.    Don  profeffor  Dr.  (5.  Abel.    Rlit 

flbbilöungen  int  ^ejt  unö  einer  mehrfarbigen  Doppeltafel,     (ITr.  76.) 

Das  Bänödien  roill  (Belegenljeit  bieten,  öie  in  Küdie  unö  fjaus  tiiglidi  jidi  Dollsiefienöen 
diemijrficn  unö  pliiijitalijdien  projejje  riditig  3U  beobaditen  unö  nu^brtngenö  3U  oerroerten. 
So  roeröcn  fieisung  unö  Beleuditung,  cor  allem  aber  öie  (Ernäl)rung  erörtert,  toeröen  tierifc^e 
unö  pflan3lidie  Italirungsmittel,  (Benu^mittel  unö  (Betränte  belianöelt. 
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aus  natur  unb  (Beiftestoelt. 

3cöcs  Bän6d)cn  ge!)cftct  1  ITtf.,  gcfrfjmarfooll  gebunöcn  1  IHI.  25  Pfg. 

Viatibn  f.  mufif. 

C^eiltDi^fenfdtaft  (f.  a.fluge;  (5eiftcsfranfF)cttcn;  ©efun6f|cttsIef)rc;Kran!en= 
pflege ;  Säugling).  Die  moöernc^etIr»tffenfd)aft.tDefcnu.(5ren3enöcsär3tUd)en 
IDiffens.  DonDr.  (E.Biernacfi.  Dcutfd)  oonBaöearst Dr.  S.  (Ebd.  (nr,25.) 

IDill  in  öen  3nf)alt  öcs  ärstlidien  IDt((ens  unb  Könnens  Don  einem  allgemeineren  Stanöpunfte 
aus  einfüfjren,  inöem  öic  gefditditlidie  (Enttnicflung  öer  meöi3ini|d)en  (Brunöbegriffe,  öte 
£etftungsfäf)igteit  unö  öte  5ortjd)rttte  öer  moöernen  Ijeiltunjt,  öie  Bejiefjungen  3toifd)en  öer 
üiagnofe  unö  öer  Befjanölung  öer  Krantlieit,  joroie  öie  ffiren3en  öer  moöernen  üiagnoftif 
beljanöelt  roeröen. 

Der  Aberglaube  in  öer  lUeöisin  unö  feine  (BefoTjr  für  (5cfunöl|eit 


unö  Ceben.    Don  Profeffor  Dr.  D.  Don  Ejanfcmann.    (tlr.  83.) 

Beljanöelt  alle  menjdilidjen  Derl)ältni({e,  öie  in  trgenö  einer  Besieljung  3U  £eben  unö  (Befunö» 
Ijcit  fteljen,  bejonöers  mit  Rüdfidit  auf  oiele  jd)äölid)e  Aberglauben,  öie  geeignet  jtnö,  Kranf» 
ijeiten  3U  föröern,  öie  ffiefunöliett  l)erab3ufe^en  unö  aud)  in  moralifdier  Bejieljung  3U  jdjäöigen. 

Qerborts  £et)ren  unö  Ceben.    Don  Paftor  ®.  Slügcl.    (Hr.  164.) 

t)erbarts  £ef)re  3U  fennen,  ift  für  öen  pt)ilo(opl)en  roie  für  öen  päöagogen  gleidj  toiditig. 
Aber  feine  eigenartige  tlerminologie  unö  Deöuttionsroeife  erfdjroert  bas  (Einleben  in  feine 
(Beöantengefilöe.  51ügel  übernimmt  es  mit  mufterljaftem  (Befdjii,  öer  Interpret  öes  ITteifters 
3U  fein,  öejfen  IDeröegang  3U  prüfen,  feine  pi)ilofopl|ie  unö  päöagogif  gemeinoerftänölidi 
öar3u{tellen. 

QUfsfdtuItoefen  (f.  a.  (Beiftesfran!I)eiten;  3ugenöfürforge).  Dom  E)tlfs= 
fdjulroefen.    Don  Reftor  Dr.  B.  ITtaennel.     (Hr.  73.) 

(Es  tnirö  in  lursen  3ügen  eine  Stjeorie  unö  prajis  öer  f^ilfsfdjulpäöagogif  gegeben.  Hn  I^anö 
öer  üorl}anöenen  Citeratur  unö  auf  ©runö  Don  (Erfaf)rungen  roirö  nidjt  allein  sufammen» 
geftellt,  toas  bereits  geleiftet  tnoröen  ift,  fonöern  aud)  tjeroorgeljoben,  roas  nodi  öer  (Ent= 
roidlung  unö  Bearbeitung  Ijarrt. 

Qod^fdjUlCtt.  trcd)nif(J|c  £}od)fd)uIen  in  Horöanterifa.  Don  profeffor 
S.  ITtüIIer.    (Hr.  190.) 

(5tbt,  Don  leljrreidien  flbbilöungcn  unterftü^t,  einen  anfdiaulidien  Überblid  über  (Drganifation, 
flusftattung  unö  Unterriditsbetvieb  öer  amcritanifdjen  tedinifdjen  f)odifd|ulen  unter  befonöerer 
F)en)orl)cbung  öer  fie  tennseidjnenöen  ITlerfmalc:  enge  5ül)lung  3roifd)en  £el)rcrn  unö 
Stuöierenöen  unö  oorroiegenö  praftifdje  Sätigteit  in  £aboratorien  unö  tt.erfftätten. 

Japan  (f.  a.  Kunft).  Die  3opQ"er  unö  iljre  tDirtf(i)oftIi(f)c  (Entroitflung. 
Don  Profeffor  Dr.  K.  R  a  t  f)  g  e  n.     (ITr.  72.) 

Dermag  auf  ©runö  eigener  langiätjriger  (Erf aljrung  ein  tDirtlid)cs  Derjtänönis  öer  merfroüröigen 
unb  für  uns  loirtfdjaftlidi  fo  roiditigen  (Erfdieinung  öer  f  abeltjaften  (Enttoidlungjapans  3U  eröffnen. 

36ealtsmu$  f.  Ccbcnsanfdiauungen;  Rouffeau. 

3cfuitcn.  Die  3efuiten.  €ine  I)iftorifcf)e  Sfi33e  oon  Profeffor  Dr. 
^.  Boetjmcr.    2.  Auflage.     (Hr.  49.) 

(Ein  Büdjlein  nid)t  für  oöer  gegen,  fonöern  über  öie  36fiiitcn,  alfo  öer  Dcrfud)  einer 
geredeten  IDüröigung  öes  Dielgenannten  ©röens,  öas  nidit  nur  oon  öer  Jogenannten  3efutten= 
moral  ober  öon  öer  ©röensDerfajfung,  fonöern  aud)  non  öer  3ejuttenidiule,  non  öen  £eiftungen 
öes  ©rbens  auf  öem  (Bebiete  öer  geiftigen  Kultur,  üon  öem  3«|uitcwjtaate  ufro.  Ijanöelt. 


Aus  ttatur  unb  (Seiftestoelt. 

3cöcs  Bänö(i)en  gcljeftct   1  ITI!.,  gcfd)ntadD0ll  gcbunöen   1  ITtf.  25  Pfg. 

3efus  (f.  a.  Bibel;  (If|riftentum ;  Religion).  Die  (Bleidjniffe  Z^\u.  Sugteid) 
Anleitung  ju  einem  quellenmäßigen  Derfxänönis  öcr  (Eoangelien.  t)on  Lic. 
profeffor  Dr.  Ej.  IDcinel.    2.  Auflage.     (Hr.  46.) 

IDtll  gegenüber  ftrdjlidicr  unö  ntditttrd)Itdier  flilegortiierung  öer  ®Ieic{)niJfe  3eju  mit  ilirer 
ridittgen,  toörtlidien  fluffalJung  befannt  madjen  unö  oerbinöet  öamit  eine  (EtnfiU)rung  in  öie 
Arbeit  öer  mobemen  ^Ijeologie. 

3efiis  unö  feine  Seitgenoffen.    Don  Paftor  K.  BonI)off.    (Hr.  89.) 

Die  ganse  I^erbf)ett  un6  töltlidie  ^rtfciie  öes  Dolfsftnöes,  öie  l)inrei6enöe  J^odjfiersigteit 
unb  propf)etifd)e  Überlegentjett  öes  genialen  Dolfsmannes,  öie  reife  IDeisIjeit  öes  jünger' 
bilöners  unö  bie  religiöfe  Siefe  unö  IDeite  öes  (Eoangeliumoerfünöers  Don  Ttasaret!)  töirb 
ctit  entpfunöer.,  roenn  man  tt)n  in  feinem  Dertelir  mit  öen  itfn  umgebenöen  ITtenfdjengeitalten, 
DoQs»  unö  Parteigruppen  3u  oerfteljen  judit,  roie  es  öiefes  Büd)Iein  tun  toill. 

tDal)rI)eit  unb  Dicf)tung  im  £eben  3efu-     üon  Pfarrer  Dr.  Paul 

mc^I^orn.    (Hr.  137.) 

IDill  jeigen,  roas  Don  öem  im  Heuen  ?Eeftament  uns  überlieferten  Ceben  Je?"  <Jls  lotrHidier 
ttatbeftanö  feftsuljalten,  toas  als  Sage  oöcr  Diditung  3U  betradjten  ift,  öurd)  Darlegung  öer 
(Srunöfä^e,  nad)  öenen  bie  Sdfeiöung  öes  gefdiiditlid)  ©laubroüröigen  unö  öer  es  umrantenöen 
pf)antajiegebilöe  Dor3un:f)men  ift  unö  öurd;  Doli3ie£)ung  öer  fo  getenn3etdineten  Art  djemifdier 
flnaltife  an  öen  roiditigfien  Stoffen  öes  „Cebens  3«fu"- 

3nuftrottoitsfunft  (f.  a.  Budjgeroerbc).  Die  öeutf(i)C  3lIuftration.  Don 
Profeffor  Dr.  Rubo^f  Kau^fcf).    RTit  35  flbbilöungen.     (Rr.  44.) 

Beljanöelt  ein  befonöers  roirfitiges  unö  befonöers  leljrreidics  (Bebtet  öer  Kunft  unö  leiftet  3U» 
gicld),  inöem  es  an  öer  Jjanö  öer  ©efdjidjte  öas  dtjaratteriftiicfie  öer  3Iluftration  als  Kunft 
3U  erforfdien  fudit,  ein  gut  Stüd  „Kuntter3iel)ung". 

3ni>uftric,  d^emifd^e,  f.  Pflanscn. 

3n9enteurted)nif.  Sdjöpfungen  ber  3ngcnieurtcd)nif  ber  Itcuseit. 
Don  Baurat  KurtRTerdel.  2.  Auflage.  RXit  55  Abbildungen  im  lieft 
unb  auf  tafeln.    (Rr.  28.) 

5üf)rt  eine  Reifje  Ijeroorragenöer  unö  interejfanter  3ngenieurbauten  nad)  iI)reT  tedinif(^en 
unö  roirtfdiaftlidien  Beöeutung  Dor:  öie  (5ebirgsbal)nen,  öie  Bergbal)nen,  unö  als  öeren  Dor= 
läufer  öie  beöeutenöen  ®ebirgsitra§cn  öer  SditDet3  unö  (Tirols,  öie  großen  (EifenbaI)nDerbin= 
öungen  in  flfien,  enölid)  öie  mobemen  Kanal»  unö  I^afenbauten. 

Bilber  aus  ber  3ngcnteurted)ni!.  Don  Baurat  Kurt  RT er cfcl.    RTit 

43  Abbilbungen  im  (Eeft  unb  auf  einer  Doppeltafel.     (Rr.  60.) 

3eigt  in  einer  Sdiilöerung  öer  Ingenieurbauten  öer  Babi)Ionier  unö  fljfprer,  öer  3ngeiiieur= 
tedjnif  öer  alten  flgppter  unter  Derglcid|sroeifer  Bel^anölung  öer  moöcrnen  Jrrigationsanlagen 
öafclbft,  öer  Sdjöpfungen  öer  antiten  griedjifdjen  3ngenicure,  öes  Stdötebaues  im  Altertum 
unö  ber  römifdjen  IDafferleitungsbauten  öie  Ijoljen  feiftungen  öer  Dölter  öes  Altertums. 

3srael  f.  Religion. 

3U9cn6  =  Surf orgc.      Don   Direftor   Dr.  3oI).  peterfen.     2  Bänbe. 

(Rr.  161.    162.) 

Banö  I:    Die  öffentlidie  Sürforge  für  öie  Jjilfsbeöürftigc  3"genö. 

Banö  II:  Die  öffcntliciic  5ürforge  für  öie  jittlid)  gefäljröete  unö  öie  ge« 

roerblidi  tätige  3ugenö. 

(Erörtert  alle  bas  ^ürforgeroefen  bctreffenben  fragen,  öedt  bie  il)m  anfjaftenben  Hlängel  auf, 

3eigt  3uglcid)  aber  aud)  öie  mittel  unö  IPege  3u  i[)rer  Bejcitiqunq.     Befonöers  eingcfjenb 

rocröen  bcljanöelt  in  öem  1.  Bänödfen  öüs  Dormunöfdjaftsrecfit,  öie  Säuglingsftcrblid)tcit,  öie 

5ürforge    für    unef)clid)e    Kinöcr,    öie  (BeiucinöciDaiJcnpflege,    öie  Dor»  unö  ITaditoüe    öcr 

An|talts=  unö  5aniilicnpflegc,  in  öem  2.  Bnnödicn  öie  gcroerblidje  Ausnutjuiig  öcr  Kinöer 

unö  öer  KinöcrfdiuQ  im  (Berocrbc,  öie  Kriminalität  öer  Jugenö  unö  öie  Sroangsersicljuug, 

öie  Sürforge  für  öie  fdiulentlafjene  3ugenö. 
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flus  ttatur  unb  fficiftcstocit. 

3eöes  Bän6d)en  gcljeftet   1  Vilt,  gefdjmadüoll  gebunben   1  TR!.  25  Pfg. 

Kaffee,  ^ce,  Kafao  un5  6ic  übrigen  narfotifdjen  aufgufe* 
getränte  (f.  a.  (Ernäl)iung ;  f}aiisl)alt).  Don  Profeffor  Dr.  fl.  XDtelcr. 
mit  24  flbbilöungen  unö  1  Karte.     (IXr.  132.) 

Befjanbclt,  öurc^  jroecfetitlprcdicnöc  flb&ilöungen  unteritüöt,  Kaffee,  tEec  unö  Kafao  ein- 
gefjeiibcr,  Iftate  unö  Kola  fiirser,  in  be3ug  auf  öic  botantjdjc  flbjlammung,  öie  iiatürlidie 
Derbreitung  öcr  Stammpflansen,  öie  Derbreitung  iljrer  Kultur,  öte  IDadjstumsbeöingungen 
unö  öie  KulturmctI)oöen,  bic  4rntc3ctt  unb  öie  (Exn'.e,  etiblid)  öic  ©cminnuug  öer  fertigen 
lüore,  toic  öer  IPeltmartt  jie  aufnimmt,  aus  bem  geernteten  probufte. 

Kafao  f.  Kaffee. 

Kalenber.  DcrKalcnöer.  DonProfcffor Dr.tD.$.tDisIiccnus.  (Hr. 69.) 

(Ertlärt  bte  a?tronomiid)en  (Erjdieinungen,  bic  für  un|ere  3eitredinung  Don  Bebeutung  finb, 
unö  jdiilbert  bte  fjijtorijdie  (Entmicflung  bes  Kalenöerroejens  Dom  römiidien  Kalenber  aus= 
geljenb,  bcn  IDerbegang  öcr  djrijtlidien  Kalenber  bis  auf  öie  neuejte  3sit  oerfolgenö,  ie^t 
ifjre  (Einrid)tungen  auseinauöer  unb  lefjrt  bic  Bcredinung  falenbariid-jer  Angaben  für  Der= 
gangenljett  unö  3utunft,  jie  burd)  saljlreidie  Beiipiele  erläuternö. 

Kant  (f.  a.  pi|tIofopI)ic).  3mmanucl  Kant;  DarftcIIung  unö  IDürbtgung. 
Don  Profeffor  Dr.  ©.  Külpc.    mit  einem  Bilöniffe  Kants.    (Hr.  146.) 

Kant  f)at  öur^  feine  grunblegenben  IDerfe  ein  neues  Sunbament  füt  öie  pijilojopliie  aller 
Dölfer  unö  Seiten  gefdjaffen.  Üfeles  in  {einer  tIragfäi)igEeit  für  moöeme  Jbeen  barsultellen, 
f)at  fid)  ber  Derfaffer  3ur  Aufgabe  gejtellt.  (Es  ift  ifjm  aelungen,  bin  roirflidien  Kant  mit 
t)iftoriid)er  Sreue  3U  jd|ilbern  unö  bod)  aud)  3U  beleud)ten,  toie  bie  ITadiroelt  berufen  ift, 
^inaus3ujtreben  über  öie  flnjdiauungen  öes  getoalttgcn  Denfers,  ba  aud)  er  ein  Kino  {einer 
3ett  ift  unö  mandje  feiner  Cefjrmetnungen  Dergänglidjer  Art  fein  muffen. 

Kinberpflege  f.  Säugling. 

Knabenljanborbeit.  Die  Knabenf)an6arbeit  in  öcv  I)eutigen  (Er3iel)ung. 
Don  Seminaröireftor  Dr.  Hlto.  Pabft.    mit  21  Hbbilöungcn  im  ttejt  unö 

1  tlitelbilö.    (Ilr.  140.) 

(Bibt  einen  Überblid  über  öie  (5efd(id)te  öes  Knabentjanöarbeitsunterrid^ts,  unterfudit  feine 
Stellung  im  £td}te  öer  moöernen  päöagogifd|en  Strömungen  unö  crljärtet  feinen  IDert  als 
(Ersieljungsmittel,  erörtert  foöann  öie  Art  öes  Betriebes  in  öen  oerfdiieöenen  Sdjulen  unb  gibt 
3um  Sdjluffe  eine  Dergleidjenöe  Darftellung  ber  Stjfteme  in  öen  Derfdjieöcnen  £änöern. 

Kolonien  (f.  a.  (Englanö ;  Kolonialbotanif).  Die  öeutfd)cn  Kolonien,  £anö 
unö  Ceute.    Don  Dr.  Höolf  ^eilborn.    mit  saljlreidien  flbbilöungen  unö 

2  Karten.    (Hr.  98.) 

Bringt  auf  engem  Räume  eine  öurdi  Abbilöungen  unö  Karten  unterftü^te,  roiffenfdiaftlidj 
genaue  Sdjilöerung  öer  öeutfdjen  Kolonien,  foroie  eine  einroanöfreie  Darftellung  ifirer  Dölfev 
nad)  naljrung  unb  Kleibung,  I^aus  unö  (Bemeinöeleben,  Sitte  unö  Redjt,  6laube  unö  Aber» 
glaube,  Arbeit  unb  Dergnügen,  ffieinerbe  unb  Ijanbel,  IDaffen  unö  Kampfesroeife. 

Kraftfaljrseugc  f.  Automobil. 

Kranf enpf lege.   Dorträge  gef)alten  Don  (Ef)ef ar3t  Dr.  B.  £  c  i  d.    (Hr.  1 52.) 

(5ibt  3unäd)ft  einen  Überblid  über  Bau  unö  Sunttion  öer  inneren  (Organe  öes  Körpers  unö 
beren  l)auptfäd)lid)fte  (Erfranfungen  unb  erörtert  bann  öie  Ijiebei  3U  crgreifcnöen  ITtaönaljmen. 
Befonöers  eingel)enö  toirb  bie  Kranlenpflege  bei  3nfeutionsfranil)eiten  foroie  bei  plö^Ildjen 
Unglüdsfällen  unö  (ErhranJungcn  beljanöelt. 
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flus  Itotur  wib  (BctftestDcIt. 

3e5es  Bänödjen  geljeftet  1   Ulf.,  gcfdjmadooll  gebunbcn  1   lUf.  25  Pfg. 

KrtegstDefen.  Dom  KriegsiDcfcn  im  19...  3at)r!)unöert.  Sroanglofe 
Sft33en  oon  ITlajor  ®.  oon  Sotf)en.    ITTit  9  Überficf)tsfärtd)en.    (Ilr.  59.) 

3n  einseinen  flb|dinttten  toirö  insbejonbere  öie  Rapolconi^dje  unb  Hloltfefdie  Krtcgfüljrung  an 
Beijptelen  (3ena  =  Königgrä^  =  Seban)  bargeitellt  unb  bur^  Kartenftijjen  erläutert.  Damit 
Derbunben  [inb  furse  Sd)ilberungen  ber  preu6ii<iien  Armee  oon  1806  unb  nad;  ben  Befreiungs= 
friegen,  foroie  nad)  ber  Reorgant|atton  oon  1860,  enblidj  bes  beutjdfen  f)eeres  oon  1870  bis 
3ur  3e6t3et'- 

Der  Seeirteg.  Seine  gefd)iä)tli(f)c  (Enttoicflung  com  oeitalter  öer  (EnU 

öedungen  bis  3ur  (Begentoart.  Don  Kurt  5reil)err  oon  ITIal^al^n, 
Di3e=flömiral  a.  D.    (Hr.  99.) 

Der  Derf.  bringt  ben  Seetrieg  als  Kriegsmittel  roie  als  ÜTtttel  ber  politif  jur  Darftellung, 
inbem  er  junädiJt  bie  (Entroidlung  ber  Kriegsflotte  unb  ber  Seefriegsmittel  fd)ilbcrt  unb 
bann  bie  Ijeutigen  IDeltroirtit^aftsitaatcn  unb  ben  Seetrieg  bel)anbelt,  roobei  er  bejonbers 
bas  flbl)ängigtcitSDerI)äItnis,  in  bem  unfere  IDeltroirtidjaftsftaaten  fommersiell  unb  politijd) 
3U  btn  Derfe^rstoegen  ber  See  {tel)en,  barjtcllt. 

Kultur  (f.  a.Budigetoerbe;  (Bcrmanen;  (5efd)id)te;  griedj.Stäbtebilöer).  Die 
Anfänge  5er  menfd)Iid)en  Kultur.   Don  Prof.  Dr.  Euöroig  Stein.    (Hr.  93.) 

Beljanbclt  in  ber  Überseugung,  ba%  bie  Kulturprobleme  ber  (Begenroart  iid)  uns  nur  burd) 
einen  tieferen  (Einblitf  in  ifjren  tDcrbegang  erjdjliegen,  llatur  unb  Kultur,  ben  Dorgejcfiiditlidien 
TTIenidicn,  bh  Anfänge  ber  Arbeitsteilung,  bie  Anfänge  ber  Raifcnbilbung,  femer  bie  Anfänge 
ber  tDirtldjaftlidien,  tntellettuellen,  moraIiid)en  unb  |03ialen  Kultur. 

Kunft(f.  a.Baufunft;  Budjgeroerbe;  Dürer;  Stäötebilöer;  3IIuftrationsfunft; 
Rembronbt;  SdjriftiDcfen).  Bau  unö  Ceben  öer  bilöenben  Kunft.  Don  Dircftor 
Dr.  g;i)eobor  Dolbeljr.    mit  44  flbbilbungen.    (Hr.  68.) 

5ül)rt  Don  einem  neuen  Stanbpuntte  aus  in  bas  Derftänbnis  bes  IDefens  ber  bilbenben  Kunft 
ein,  erörtert  bie  ffirunblagen  ber  menfd)It(i)en  ©cftaltungsfraft  unb  jeigt,  roie  bas  fünftlerijdie 
3ntcrei|e  ftd)  allmäljlidi  toeitere  unb  immer  roeitere  Stoffgebiete  erobert. 

Kunftpflege  in  £}aus  unö  t^eimat.    Don  Supcrintenöent  R.Bürfner. 

mit  14  flbbilbungen.     (Hr.  77.) 

IDUI,  ausget)enb  Don  öer  Über3eugung,  ba^  3U  einem  oollen  ITtenfdjenjein  unb  Doltstum  öie 
Pflege  bes  Sd)önen  unabroeisbar  geljörl,  bie  Augen  jum  rediten  Scfjen  öffnen  Iel)ren  unb  öie 
gan3e  £ebcnsfü[)rung,  Kleibung  unb  I^äuslidjteit  äftfjetifd)  geftalten,  um  |o  aud)  3ur  (Er= 
tenntnis  öejjen  3U  füf)ren,  roas  an  fjeimattunft  unb  Fyeimatjdiag  3U  Ijegen  ift,  unb  auf  biejem 
großen  (Bebiete  perfönlidien  unb  allgemeinen  äftt)etijii|en  £ebens  ein  prattijdier  Ratgeber  fein. 

Die  oftafiatifd)e  Kunft  unb  ifjre  (Eintoirfung  auf  (Europa.    Don 

DireftorDr.R.(BrauI.  mit  49  flbb.  im  tEejt  unö  auf  1  Doppcitafcl.  (rTr.87.) 

Bringt  öie  bcbeutungsoolle  (Einroirtung  öer  japanifdien  unö  diine(i[d)en  Kunft  auf  öie 
europäijdie  3ur  Darftellung  unter  ITlitteilung  eines  reidjen  Bilöermaterials,  öen  (Einfluß 
Cljinas  auf  öie  (Entroidlung  ber  3um  Rototo  brängenöen  freien  Ridjtungen  in  öer  öetoratioen 
Kunft  öes  18.  3al)rl)unöcrtä  roie  öen  auf  öie  ilnttoidlung  öes  19.  3al)rl}unöerts.  Der  Der» 
faijer  roeift  auf  öie  Be3iel)ungen  öer  IRalerei  unö  Sarbenörudfunjt  3(ip<ins  3um  3mpre||io> 
nismus  öer  moöernen  europäijdjen  Kunjt  l)tn. 

Ceben.  Die  (Erfdjeinungen  öes  £ebens.  (Brunöprobleme  öer  moöernen  Bio= 
logie.   DonpriDatöo3ent  Dr.t}.mief)e.  mit  46  Siguren  im  ?Eejt.    (Ilr.  130.) 

Derjudit  eine  umfaijenbe  Hotalanfidit  öes  organifdjen  £ebens  3U  geben,  inbem  nad)  einer 
Erörterung  ber  (petulatioen  Dorftcllungen  über  bas  £eben  unb  einer  Befdireibung  öes  proto= 
plasmas  unb  ber  3ellc  bie  l5auptjädiltd)iten  Aeufeerungen  bes  £ebens  bel^onbclt  roerbcn,  als 
(Entttiidlung,  (Ernährung,  Atmung,  bas  Stnnesleben,  bie  5ortpflan3ung,  ber  üob,  öie  Daria= 
bilität  unö  im  An|*lu6  öaran  öie  u.[)corien  über  CEntftel^ung  unö  »Entroidlung  öer  £eberoelt, 
foroie  öie  mannigfaci)en  Bejietjungcn  öer  £eberoe|en  untereinanöer. 
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Hus  ttatur  un6  (Bei^testoelt. 

3eöcs  Bänbrficn  gef)eftct  1  ITtf.,  gefdjmadDoII  gebunöen  1   ITtf.  25  Pfg. 

£ebensaitfd)auungett.  Sittlid)c  £cbensanfc{|auungcn  öer  (Begcntuart. 
Don  profeffor  Dr.  ®tto  Kirn.     (Hr.  177.) 

übt  DerftänöntsDoUe  Kritif  an  öen  £ebeitsanfdiauungen  öes  Ilaturalismus,  öer  ftd)  tool)! 
um  öie  ffielunöerfjalhing  öer  natürlidien  ffirunblagou  öes  ftttltdien  Cebens  Deröienjte  erroorben, 
aber  feine  Siele  nidit  3U  begrünöen  cermag,  öes  Utilitarismus,  öer  öie  ITtenfdi{)ett  rooljl 
roeiter  I)inaus  aber  nidjt  l)öl)er  Ijinauf  3U  bliden  letjrt,  öes  (Enolutionismus,  öer  aud) 
ieinerfeits  öen  alten  Streit  3tDiict|en  (Egoismus  unö  Altruismus  nid>t  entfdieiöcn  fann,  an  öer 
äitJietifdjen  Cebensauff  a  fjung,  öeren  (Befabr  in  öer  Überfdiägung  öer  fdjönen  5orm 
liegt,  öie  nur  als  Kleiö  eines  beöcutfamen  3nf)Qlts  Beredjtigung  Ijat,  um  öann  für  öas  über= 
legene  Rcdit  öes  ftttlidien  3öeülismus  etn3Utreten,  inöcm  es  öejfcn  folgeridjtige  Durdi= 
filf)rung  in  öer  djrijtlidien  ZDeltanfciiauung  auftoeift. 

Cctbcsübungcn  f.  (5t)mnaftif. 

£idjt  (f.  a.  Beleud}tungsarten ;  CI)ctnic).  Das  £id)t  unö  öie  Sorben.  Sed)s 
Dorlefungen,  gel)alten  im  Dolfsl)od)fd)uloerein  ITIündien.  Don  Profeffor  Dr. 
£.  (Brae^.    2.  Huflage.    lUit  116  flbbilöungen.     (Hr.  17.) 

5üt)rt,  Don  öen  etnfadiJten  optijdien  (Erldjetnungen  ausgeljenö,  3ur  tieferen  dinfidit  in  öie 
riatur  öes  Cidjtes  unö  öer  Sarben,  beljanöelt,  ausgeljenö  von  öer  fdjeinbar  geraölinigen 
Ausbreitung,  Surütfroerfung  unö  Bredjung  öes  £id|tes,  öas  IDefen  öer  5arben,  öie  Beugungs= 
erfdieinungen  unö  öie  pt)otograpt)ie. 

£tteratur9efd)td)te  f.  Bud)geiDerbe;  Drama;  Sd)iIIer;  Sf)afcfpeare; 
Doüslieö. 

Cutljer  (f.  a.  (Bcfd)i(i)te).  £utf)er  im  £id]te  öer  neueren  5orfd)ung.  €in 
fritifd)er  Berid)t.    Don  profeffor  Dr.  £).  Boefjmer.     (Hr.  113.) 

Derfudjt  öurd)  forgfälttge  Ijiftorifdje  Unterfudiung  eine  erfdiöpfenöe  Darftellung  Don  Cutljers 
Ziben  unö  lUirfen  3U  geben,  öie  perfönlidirctt  öes  Reformators  aus  itjrer  3eit  Ijeraus  3U 
erfaffen,  iljre  Sdjtoädien  unö  Störten  beleudjtenö  3U  einem  inaljrfieitsgetreuen  Bilöe  3U 
gelangen,  unö  gibt  fo  nidjt  nur  ein  pftjdiologiidjes  Porträt,  fonöern  bietet  3uglei(i!  ein 
tntereffantes  StM  Kulturgefdiidite. 

tnä5d)enfd)Ule  (f.  a.  Bilöungsroefen;  Sdjulroefen).  Die  l)öf|cre  lTtäö(i}cn= 
fd)ule  in  Deutfd)Ianö.    Don  ®berlef)rerin  Vil.  ITTartin.     (Itr.  65.) 

Bietet  aus  berufenjtcr  Sibit  eine  Darftellung  öer  3iele,  öer  I)iftorifdien  (Enttoitflung,  öer 
l)eutigen  ©eftalt  unö  öer  Sutunftsaufgatien  öer  l)öl)eren  lUäödienfdiuIen. 

matljcmattfdje  Spiele  (f.  a.  flriti)meti!).  DonDr.  lD.ar)rens.  (Hr.  170.) 

Sudit  in  öas  Derftänönis  all  öer  Spiele,  öie  „ungleidj  coli  Don  Ttadiöenfen"  oergnügen,  toeil 
man  bei  tljnen  redjnet,  oI)ne  Dorausfe^ung  irgenö  toeldier  mattjematifdier  Kenntniffe  etn3U= 
fü{)ren  unö  fo  i^ren  Reis  für  Itadiöentlidie  erljeblid)  3U  erl)öl)en.  So  meröen  unter  Beigabe 
Don  eiufadjen,  öas  Rtitarbciten  öes  £efers  belebenöen  fragen  IDettfpringen,  Bo6  =  pu33le, 
Solitär=  oöer  (Einfieölerjpiel,  IDanöerungsfpiele,  Btjaöifdie  Spiele,  öer  Baguenauöier,  ITtim, 
öer  Röffelfprung  unö  öie  Ulagifdien  Quaörate  beljanöelt. 

nteeresforjdjung.  IKeeresforfdiung  unö  ITIeeresIeben.  Don  Dr. 
®.  3anfon.    2.  Huflage.    ITIit  41  Siguren.     (Hr.  30.) 

Sdjilöert  fur3  unö  lebenöig  öie  5ortf(i)ritte  öer  moöernen  Uteeresunterfudiung  auf 
geograpljifdiiem,  pl)t)tifalifdi  =  (^emifciiem  unö  biologifd)em  ©ebiete,  öie  Derteilung  Don  &affer 
unö  £anö  auf  öer  €röe,  öie  JLiefen  öes  lUeercs,  öie  pljpfifalifdien  unö  diemifd^en  Dertjältniffe 
öes  ifleeriDaffers,  enölid)  öie  rDid)tigtten  (Organismen  öes  IHeeres,  öie  Pflansen  unö  tLiere. 

tttenfd)  (f.  a.  fluge;  Kultur;  Stimme).  Der  ITIenfcf).  Sed)s  Dorlefungen  a.  ö. 
(BebieteöerHntf)ropoIogie.  DonDr.fl.f^eilborn.  ITIit  3af)Ir.  flbb.  (IIr.62,) 

stellt  öie  Eeljren  öer  „IDiffenfdiaft  aller  tDijfenfdjaften"  ftreng  fadilid)  unö  öod)  öurdiaus 
Dolfstümlidi  öar:   öas  IDiffen  Dom  Urfprung  öes  Itlenfdien,  öie  (£ntcoidIungsgejd)td|te  öes 


£ius  Xlatuv  utt6  (Beiftestoelt. 

3e6es  Bänöd)cn  gcljeftet  1  l\lt,  gefd)mac!öoII  gebunöen  1  ITTf.  25  Pfg. 

3n6iDtbuums,  öie  fün|tlertjdie  Betracfitung  öer  Proportionen  öes  menjdjlidjen  Körpers  unb  öie 
ftreng  miflenldjaftltdicn  nTegmetfioöen  (Sdiäöelmejiung  uff.),  betjanbelt  ferner  öie  nienfd|en> 
raffen,  öie  raffenanatomtfdjen  Derfdjteöenljetten,  öen  Sertiärmenfd)en. 

ITtenf^.  Bau  unö  Q^ötigfeit  öes  menfd)Iid)en  Körpers.  Don  prioatöoscnt 
Dr.  ^.  Sadjs.    2.  Auflage,    mit  37  flbbtiöungen.     (Hr.  32.) 

stellt  eine  Reitje  fd|ematifd)er  flbbilöungen  öar,  erläutert  öie  (Etnriditung  unö  öie  dätigteit 
öer  ein3elnen  ©rgane  öes  Körpers  unö  3eigt  öabei  üor  allem,  rote  öiefe  einseinen  (Drgane 
in  iljrer  tlätigfeit  aufeinanöer  einroirfen,  miteinanöer  3utammenf)öngen  unö  fo  öen  menfd)» 
lldjen  Körper  3U  einem  einljeitlidjen  ®an3en,  3u  einem  rooljlgeoröueten  Staate  mad|en. 


Die lTTed)anif  öes  (Beifteslebens.   Don  Profeffor  Dr.  IHar  Derroorn. 

(nr.  179.) 

IDlll  untere  moöemen  (Erfafjrungeu  unö  flnfdjauungen  über  öas  pfjpfiologifdje  ®efd)efien,  öas 
fid)  bei  öen  Dorgängen  öes  (Beifteslebens  in  unferem  ©eljirn  abfpielt,  in  großen  Sügen  Der= 
ftänöüdi  madjen,  inöem  es  öie  Dinge  mit  öen  Begriffen  unb  öen  Dergleidien  öes  täglid)en 
£ebens  fd)ilöert.  So  roeröen  im  erften  flbfdjnitt:  „teib  unö  Seele"  öer  Stanöpuntt  einer 
tnonittif(j]en  fluffaffung  öer  IDelt,  öie  in  einem  ftreng  roiffenfcijafilidien  donbitionismus  3um 
flusbrud  fommt,  erörtert,  im  3roeiten :  „Die  Dorgänge  in  ben  Elementen  bes  Ilerrenfpftems" 
ein  (Einblicf  in  bie  ntetI)obit  3ur  (Erforfdiung  ber  p^tjfiologifdien  Dorgänge  in  benfelben,  fotote 
ein  Überblid  über  iljre  €rgebniffe,  im  brüten:  „Die  BemugtfeinsDorgänge"  eine  flnalpfe  bes 
(Empfinbens,  Dorftellens,  Deutens  unb  IDoIlens  unter  3uriidfül)rung  öiefcr  5[ätigfeiten  auf 
öie  Dorgänge  in  öen  (Elementen  öes  rteroenfpftems  gegeben.  Der  oierte  unö  fünfte  flbfdinitt 
befd)äftigen  fid)  in  analoger  tt^eiie  mit  öen  Dorgängen  bes  „Sd)lafes  unb  Traumes"  unö  öen 
fd)einbar  fo  gelielmnisDollen  ?Iatfad)en  ber  „I^ppnofe  unb  Suggcftion". 

Die  Seele  öes  menfd)en.  Donprof.Dr.3.ReI)mfe.  2.aufl.  (IXr,36.) 

Beljanbelt,  con  ber  tlatfadje  ausgeljenö,  öa^  öer  IHenfd)  eine  Seele  Ijabe,  öie  ebenfo  getDi§ 
fei  roie  bie  anöere,  öag  öer  Körper  eine  ©ejtalt  Ijabe,  öas  Seelenroefen  unö  öas  Seelenleben 
unö  erörtert,  unter  flbroeljr  öer  materialiftifdjen  unö  l)albmalertalifttfd)en  flnfdjauungen,  oon 
öem  Stanöpuntt  aus,  öafe  bie  Seele  Untörperlidies  Jmmaterielles  fei,  nid)t  etroa  eine  Bc> 
ftimmtl)eit  öes  menfdilidien  (Einselroefens,  aud)  nidit  eine  IDirfung  oöer  eine  „5unftion"  öes 
ffieljirns,  öie  nerfdjicöenen  ttätigfeitsäugerungen  öes  als  Seele  drfannten. 

Die  fünf  Sinne   öes  inenfd)en.     Don  Profeffor  Dr.  3of-  Clem. 

Krcibig.    ITIit  30  flbbilöungen  im  tEejt.    2.  Auflage.     (Hr.  27.) 

Beantroortet  öie  5ragen  über  öie  Beöeutung,  fln3al)l,  Benennung  unö  £eiftungen  ber  Sinne 
in  gemeinfafelidier  H)eife,  inbem  öas  (Drgan  unö  feine  5unttionsrocifc,  öann  öie  als  Reij 
iDirfenöen  äußeren  Urfadjen  unö  jule^t  öer  3nl)alt,  öie  Starte,  öas  räumlidie  unö  3eitlidie 
ITlerfmal  öer  (Zmpfinöungcn  befprodjcn  toeröcn. 

unb   <£r5e.      IHenfd)    unö    (Eröe.      Süssen    Don    öen  lDed)fcl= 

bc3iel)ungcn  3tDifd)en  beiöen.  Donprof.Dr. A.Kird)f)off.  2.AufI.  (nr.31.) 

3eigt,  roie  öie  Cänöernatur  auf  öen  ITlenfdien  unö  feine  Kultur  einroirtt,  öurd)  Sdiilöerungen 
allgemeiner  unö  befonöerer  Art,  über  Steppen»  unö  IDüftenpÖlfcr,  über  öie  (Entftc^ung  Don 
Hationen,  roie  Deutfdjlanö  unö  (It)ina  u.  a.  m. 

unb  XLUv.    Der  Kampf  3triifd)en  ITTeufd)  unö  Hüer.  Don  profeffor 

Dr.  Karl  (Edftein.    mit  31  Abbilöungen  im  tLejt.     (Hr.  18.) 

Der  I)oI)e  roirtfdiaftlidie  Beöeutung  beanfprudienöe  Kampf  jroifdien  IHenfd)  unö  JEier  erfäljrt 
eine  eingeljenöe,  ebenfo  intereffante  roie  letjrreid^e  Davftellnng;  befonöers  roerben  bie  Kampf» 
mittel  betöer  (Begner  gefd)ilöert:  Ijier  SdiuBroaffen,  Sollen,  (Bifte,  oöer  aud)  befonbere  XDirU 
fd)aftsmetlioöen,  öort  fpitiige  Kralle,  fdjarfcr  3af)n,  furditbares  (Bift,  Cift  unö  (Beroanötljcit, 
öer  Sdiu^färbung  unb  flnpaffungsfäljigteit  nidjt  3U  uergcffen. 

tltcnfdfcnlcbcn.  Aufgaben  unö  Siele  öes  menfd)enlebens.  Don  Dr. 
3.  llnolö.    2.  Auflage.     (Hr.  12.) 

Beanlroortet  öie  5rage:  (Bibt  es  teine  binöcnöen  Regeln  öes  menfdilidien  fjanöelns?  in  3U> 
Derfid)tlidi  bciafjenöer,  3ugleid|  rooljl  begriinöeter  )i>oijo  unö  cntioivft  Me  ffiruiitijüge  einer 
ro(jfenfd]aftlid)  l;attbaren  ünö  für  eine  nationale  (£r3icl)ung  braud;baren  £ebensaufd)auung 
unö  £ebensorönung. 
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Hus  natur  unb  <5etftestDeIt. 

3eöes   Bänödjcn  getjeftet   1  ITlf.,    gefd)tnacfDoIl  gebunöen   1  ITlf.  25  Pfg. 

metallc.  Dicmetalle.  Don  Prof cffor  Dr.  K.  Sd) et ö.  2.  aufläge,  mit 
16  Hbbilöungen.    (Itr.  29.) 

Bcfjmiöelt  öie  für  Kulturleben  un6  3iiöu{trie  roidittgcn  ItXetalle,  {diilöert  bie  mutmaöHd}!; 
Bilöung  öer  (Er3c,  öie  fficroinnung  öer  ITtetalic  aus  öen  (Er3en,  öas  J)üttentDc(cn  mit  feinen 
Der|cfiieöencii  Stjjtemcn,  öle  S'Jnöorte  öer  Illotalte,  tl)re  (Eigeiifdiaften  unö  Derroeiiöung,  unter  fln» 
gäbe  f)i(tori[d)er,  tulturgejdjtdjtlidjer  unö  (tatiiti(d)er  Daten,  fooiie  öie  Derarbeitung  öerlUctalle. 

ntctcorologie  f.  IDettcr. 

imfroffop  (f.  a.  (Dpttf ;  StertDcIt).  Das  UTifroffop,  feine  ®pttf,  (5ef(f|id)te 
unö  flntüenöung,  gcmetnDerftänöIid]  bargeftellt.  DonDr.  U).  Sdjeffer.  lUit 
66  flbbilbungcn  im  (Ecjt  unö  einer  Safel.    (Hr.  35.) 

nadi  (Erläuterung  öer  optijdien  Konjtruttion  unö  H)trfung  öes  ITtitroifops,  unö  Dorftellung 
öer  filitorijdien  (Entroicflung  toirö  eine  Befdjretbung  öer  moöernjten  ITIifroIfoptijpen,  J^ilfs» 
apparate  unö  3n[truniente  gegeben,  enölid)  geseigt,  DJte  öie  mitrojfopijdie  Unterfudjung  bie 
(Ein(idE|t  in  naturrtorgänge  nertteft. 

molefüle.  ITIoIefüIc  —  Htomc  —  IDeltätljcr.  Don  profeffor  Dr.  (B.  mic. 
2.  Auflage.    Itlit  27  Siguren  im  tEejt.    (Hr.  58.) 

stellt  bie  pl)t)|ifalijrf)e  fltomleljre  als  öie  tur3e,  logifdje  3ufammenfaffung  einer  großen 
nienge  pl)pittali[d)er  Satfadien  unter  einem  Begriffe  bar,  bie  ausfüfirlicf)  unö  nad)  inöglid)= 
teit  als  ein3elne  (Ejperimente  gejdjilöert  roeröen. 

monb  (f.  a.  rOeltall).  Der  ITtonö.  Don  Profeffor  Dr.  3.  5ran3.  Btit 
31  flbbilöungen  im  tEejt  unö  auf  2  Doppeltafeln.    (Itr.  90.) 

©ibt  bie  (Ergebnijfe  ber  neueren  ITtonbforfdiung  toieöer,  erörtert  bie  TTtonbbeinegung  unö  lTtonö= 
baf)n,  bcfpridjt  öen  (Einfluß  öes  lUonöes  auf  öie  (Eröe  unb  bef)anöelt  öie  5ragcn  öer  fflber= 
fldiienbeöingungen  bes  lltonöes  unö  öie  diaraüeriftifdien  ÜTonögebilbe  anfdiaulid)  3ufammen= 
gefaßt  in  „Beobadjtungen  eines  Hlonbberooljners",  enblid)  bie  Beu)Ol)nbartett  bes  IHonöes. 

ntoaart  f.  mufif. 

tnünse.  Die  lTIün3C  als  Ijiftorifdjes  Denfmal  fotoie  iljre  Beöeutung  im 
Red)ts=  unö  IDirtfdjaftsleben.  Don  Dr.  H.  £ufd|in  d.  €bengreutl).  Ttlit 
53  flbbilöungen  im  n;ejt.    (Hr.  91.) 

3eigt,  toie  IHünsen  als  geid)iditlicfie  Überbleibfel  ber  Dergangenlieit  3ur  fluf£)ellung  ber  roirt« 
fdjaftlidien  3u(tänbe  unb  ber  Redjtseinrtöitungen  frül)erer  Seiten  bienen,  bie  oerjdjiebenen 
arten  oon  ülünsen,  iljre  äußeren  unb  inneren  IUerfmale  joroie  ifjre  Ijerjtellung  toerben  in 
^iJtorifd)er  (Enttoicflung  öargelegt  unö  im  Hnfdiluß  öaran  IHünsiammlern  beljersigensroerte 
ÖJinte  gegeben. 

mufit.  (5efcliid)te  öer  mufif.    Don  Dr.  Srieörid)  Spiro,    (ttr.  143.) 

(Bibt  in  großen  3ügen  eine  überfidjtlidje  äußerft  lebenbig  geljaltene  Darftellung  oon  öer 
(Enttnidlung  ber  ITtufif  com  Altertum  bis  3ur  ffiegentoart  mit  befonberer  Berüdfiditigung  ber 
fül)renben  perjönlidjteitcn  unö  öer  großen  Strömungen  unö  unter  {trenger  flusfdieiöung  alles 
öejfen,  toas  für  öie  (Entroictlung  öer  IHujit  ol)ne  Beöeutung  toar. 

(Einfüljrung  in  öas  IDefen  öer  mufif.  Don  profeffor  C.  R.  E^ennig. 

(Hr.  119.) 

Die  I)ier  gegebene  flftljettt  ber  Sontunft  unterfudit  bas  IDefen  bes  ^oncs  als  eines  Kunft= 
matertals;  fie  prüft  öie  Ilatur  öer  Darftellungsmittel  unö  unterfudit  öie  ©bfette  öer  Dar= 
ftellung,  inöem  fie  flarlegt,  roeldje  3öeen  im  mufiEaüfdien  Kunfttoerfe  gemäß  öer  ITatur  öes  tEon= 
materiales  unö  öer  Darftellungsmittel  in  iöealer  (Beftaltung  3ur  Darftellung  gebradjt 
roeröen  tonnen. 
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Hus  Itatur  wib  ©ctftestoclt. 

3eöes  Bänöd)en   gel)eftet  1   IKf.,   ge[d)madDoII  gcbunben  1  HXt.  25  Pfg. 

ütttfif.  Die  (Brunölagen  öer  tEonfunft.  Oerfud)  einer  genetifdjcn  "Dax- 
ftcllung  öer  allgemeinen  lUufifletjrc.  üon  profeffor  Dr.  £}einr.  Rietjd). 
(Hr.  178.) 

3n  leidjtfagliqer,  feine  5adi£enntnt(fe  Dorausfe^cnöer  üarftellung  rollt  Ijter  Derfaffer  ein 
(Entroicflungsbilö  öer  muftfalifdien  (Erfdjetnungen  auf.  (Er  erörtert  junädjft  öen  Stoff  bcr 
Eonfunft,  bann  feine  Sormung  (Rt)i)tl)mit,  J^armonit,  IDctterbilöung  öes  rf)t)tf)mifiii=I)annonifd)cn 
tlonftoffes),  ferner  öie  |d|riftlid)e  fluf3eid)nung  öer  Songebilöe  unö  bcljanöelt  fci)lie6Ii(fi  öie 
niufif  als  lonfpradje,  öamit  fo  sugleitf)  aud)  öie  (Brunölagen  einer  nTutifäftf)etif  gebenö. 


I}at)ön,   IHosart,   Beetl^ooen.     ITlit   oier  Bilbniffen   auf  2afeln. 

üon  profeffor  Dr.  £.  Krebs.     (Hr.  92.) 

(Eine  Darftellung  öes  (Entiridlungsganges  unö  öer  Beöeutung  eines  jeöen  öer  örei  großen 
Komponiften  für  öie  rrtufügefdiidjte.  Sie  gibt  mit  toenigen,  aber  fdiarfen  Stridjcn  ein  Bilö 
öer  menfd)Iid)en  perfönliditeit  unö  öes  fünftlerifdien  IDefens  öer  örei  I^eroen  mit  £7erDortiebung 
öejfen,  toas  ein  ieöer  aus  feiner  3eit  gefdjöpft  unö  roas  er  aus  eignem  fjinsugebradit  Ijat. 

Ututtcrfprodie.  (Entftet)ung  unö  (Enttoicflung  unserer  Htuttcrfpradje. 
Don  Profeffor  Dr.  IDiIF)eIm  111)1.  lUit  oielen  flbbilöungcn  im  Seft  unö 
auf  tafeln,  fotoie  mit  1  Karte.    (Hr.  84.) 

(Eine  Sufammenfajfung  öer  (Ergebnijfe  öer  fprad)lidi=n)i|fenfd5aftlid)  IautpI)i)(ioIogifd|en  roie 
öer  pl}iIoIogijd)=germaniftifdien  5oridiung,  öie  Urjprung  unö  (Drgan,  Bau  unö  Bilöung,  anöerer= 
jeits  öie  J^auptpcrioöen  öer  (Etitroicflung  unfercr  ITtutterfpradie  3ur  Darfteilung  bringt 

ITlQtlioIogic  f.  (Bermauen. 

ltolirungsmtttclf.fllfof)olismus;  (Ef)emie;  (Ernäl)rung;  f^ausljalt;  Kaffee. 

ITotionoIöfonotnic  f.  flrbeiterfdju^;  Bcoölferungslcljrc;  .So3taIe  Bc= 
toegungen;  Srauenberoegung ;  S(J)iffaf)rt;  IDeltfjanöcI;  IDirtfdjaftsIcben. 

naturalismus  f.  £ebensanfd)auungen. 

Itaturleljrc.  Die  ©runöbegriffe  öer  moöcrnen  llaturlefjre.  Don  profeffor 
Dr.  Selij  fluerbod).     2.  Huflage.     lllit  79  $iguren  im  lEejt.     (Ilr.  40.) 

(Eine  3uiammenl)ängenbe,  für  jeöen  ®ebilöetcn  Derftäaölidjc  lintroidlung  öer  in  öer  moöcrnen 
riaturlef^re  eine  allgemeine  unö  efafte  Rolle  fpielenöen  Begriffe  Raum  unö  Beroegung,  Kraft 
unö  ITtaffe  unö  öie  allgemeinen  4igenfd)aften  öer  IRaterie,  Arbeit,   (Energie  unö  (Entropie. 

naturt»tffcnfd)attcnf.flbftammungsIeI)re;flmeifen;flftronomie;Befrud)= 
tungsDorgang;  dljemie;  (Eröe;  Fjausljalt;  £icf)t;  Trtecresforf(i)ung;  lTlcnf(f); 
THolefüIe;  naturlcf)re;  ©bftbau;  Pf lausen;  pianfton;  Religion;  Straljlcn; 
(Eierlcbcn;  IDalö;  IDeltall;  IDetter. 

tleroenftiftcm.  Dom  neroenft)ftem,  feinem  Bau  unö  feiner  Beöeutung 
für  £cib  unö  Seele  im  gefunöen  unö  franfcn  Suftanöe.  Don  Profeffor 
Dr.  R.  3anöer.    Hut  27  Siguren  im  Sejt.     (Hr.  48.) 

(Erörtert  öie  Beöeutung  öer  nernöjen  Dorgängc  für  öen  Körper,  öie  (Beiftestätigteit  unö  öas 
Seelenleben  unö  fudit  tlarsulegen,  unter  roelciien  Beöingungcn  Störungen  öer  neroöfen  Dor» 
gänge  auftreten,  tote  jie  3U  befcitigen  unö  3U  üermciöcn  finö. 

nor6amevi{o  f.  flmerifa;  ded)nif(f)e  £7od)fd)ulen. 
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£%us  ttatuv  un6  (Beifiestoelt. 

3cöes  Bän6d)cn  gel)eftct  1   IHf.,    gefdimacfDoIl  gebunöen  1  ITIf.  25  Pfg. 

(Dbftbau.  Der  ©bftbau.  Don  Dr.  (Ernft  Doges.  ITIit  13  abbilöungcn 
im  ^cjt.     (rtr.  107.) 

vom  über  öte  tDiJfenjdiaftltcficn  unö  tedinijdien  ffirunölagen  6es  (Dbftbaues,  joroie  {eine 
naturgei^id)tc  unö  große  DoItsroirt|diaftItdic  Beöeutung  unterrtdjten.  Die  ffiefdffrfite  öes 
(Dbftbaues,  öas  £eben  öes  fflbjtbaumes,  fflbftbaumpflege  iinö  (Dbjtbaumfdiu^,  öie  rDtfjenJdiaft» 
Itdie  fflbftfunöe,  öie  fl{tt)etit  öes  ©bftbaues  gelangen  3ur  Befjanölung. 

(Dptit  (f.  a.  ITItfroffop;  Stereoffop).  Die  optifd)cn  3n[trumente.  Don  Dr. 
m.  Don  Roljr.    mit  84  Hbbilöungen  im  tCeft.     (Itr.  88.) 

ffitbl  eine  elementare  Dar(teIIung  öer  optijdien  3nitrumente  nad)  moöemen  flnjdjauungen, 
tDobei  roeöer  öas  Ultramifroftop  nod)  öie  neuen  Apparate  3ur  initropt)OtograpI)ie  mit 
ultraoiolettem  £id}t  (Dlonodjromate),  toeöer  öie  prismen=  nod)  öie  3telf crnrofjre ,  toeöer 
öie  projeftionsapparate  nod)  öie  ftereoftopijdjen  (Entfernungsmei(er  unö  öer  Stereo» 
fomparator  fefjlen. 

(Dftafien  f.  Kunft. 

Pöbagogtt  (f.  a.  Bilöungstoefen ;  (Er3iel)ung;  Sröbel;  I^erbart;  !iilfsf(f|ul= 
roefen;  3ugen6fürforge;  Knabenf)anöarbeit;  lTtäödienf(f)uIe;  Rouffeau; 
Sd)uIrDefen).  allgemeine  päöagogif.  Don  profeffor  Dr.  SI).  Siegler. 
2.  flufl.     (nr.  33.) 

Befianöelt  öie  großen  fragen  öer  DoIfser3iel)ung  in  prattifdier,  allgemeinoerltänölidjer  IDeiJe 
unö  in  {ittlidi»i03ialcm  Seifte.  Die  Stoecte  unö  ITtotiDe  öer  (Er3iel)ung,  öas  (Er3ieliungsgefdiäft 
felbft,  öeffen  ©rganifation  roeröen  erörtert,  öie  öerfdjieöenen  Sdjulgattungen  öargeftellt. 

Palöftina.  Paläftina  unö  feine  (5ef(i)id)te.  Sed)s  Dorträge  Don  Profeffor 
Dr.  ?j.  5rcil)err  oon  Soben.  2.  Auflage.  IHit  2  Karten  unö  1  pian 
Don  3erufalem  unö  6  Hnfidjtcn  6es  {^eiligen  Canöes.     (Hr.  6.) 

(Ein  Bilö,  nid)t  nur  öes  Canöes  felbft,  fonöern  aud)  alles  öeffen,  roas  aus  tl)m  I)ert)or=  oöer 
über  es  Ijingegangen  ift  im  Caufe  öer  3al)rl)unöerte  —  ein  roedjfelDoIIes,  farbenreidies  Bilö, 
in  öeffen  Derlauf  öie  patriardien  3fraels  unö  öie  Kreusfaljrer,  Daoiö  unö  Ctiriftus,  öie 
alten  flffijrer  unö  öie  Sdjaren  moljammeös  einanöer  oblöfen. 

patentved)t  f.  (Betoerbe. 

Pflonsctt  (f.  a.  Botanü;  (Dbftbau;  pianfton;  tEierleben).  TDcröen  unö 
Dergetjen  öer  Pflansen.  Don  profeffor  Dr.  Paul  ©ifcüius.  HTit24flb= 
bilöungen.    (IXr.  173.) 

Be!)anöelt  in  leiditfaßlidier  IDeife  alles,  roas  uns  allgemein  an  öer  Pflansc  intereffiert,  ifjre 
äußere  <Entroi(fIung,  iljren  inneren  Bau,  öie  roicfitigftcn  Ccbensporgänge,  toie  naI)rungsouf= 
naljme  unö  Atmung,  BIül)en,  Reifen  unö  Derroelfen,  gibt  eine  Überfidjt  über  öas  Pflan3en= 
reid)  in  llr3eit  unö  (Begenroart  unö  unterriditet  über  Pflanseuöermeffrung  unö  Pflan3en= 
3Üditung.    Das  Büdjiein  ftellt  fomit  eine  fleine  „Botanü  öes  praftifdjens  Cebens"  öar. 

Dermef|rung    unö    Sejualität    bei    öen   Pflansen.     Don  prioat» 

öojent  Dr.  (Ernft  Hüft  er.    mit  38  flbbilöungen  im  tEejt.     (Ilr.  112.) 

©ibt  eine  fur3e  Überfidjt  über  öie  tDidjtigften  formen  öer  oegetatioen  Dermeljrung  unö 
befdjäftigt  fid)  .eingeljenö  mit  öer  Sexualität  öer  Pflan3en,  öeren  überrafdienö  Dielfadie  unö 
mannigfaltige  Äußerungen,  ifjre  große  Derbreitung  im  Pflansenreid)  unö  if)re  in  allen 
(Ein3cliieiten  erfennbare  Übereinftimmung  mit  öerSejualität  öertliere  surDarftellung  gelangen. 

Die    Pflansenroelt     öes     mifroffops.       Don    Bürgerf(JiulIef)rer 

(E.  Reu  lauf,  mit  100  flbbilöungen  unö  165  (Einselöarftellungen  nad) 
3cid)nungen  öes  Derfaffers.    (Itr.  181.) 

IDill  aud)  öem  Untunöigen  einen  Begriff  übermitteln  uon  öem  ftaunensroerten  5onnen= 
reidjtum  öes  mifroffopifdjen  pflansenlebens ,   toill  öen  Blid   befonöers   auf  öie  öem  unbe= 
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aus  Jtatur  un6  ©etftestocit. 

3eöes  Bän5d)cn  gel)eftet   1  Ulf.,    gefdjmacfoon   gebunöen  1  ITT!.  25  Pfg. 

TOaffneten  fluge,  oölltg  oerborgcncn  (Er|d)einungsfortnen  bes  Sdiönen  Ien!en,  aber  audi  ben 
Urjadien  ber  auffallenbcn  Cebenserfdjeinungen  na(fi3ufragen  Iel)ten,  tnie  enölid)  bem  Pratttter 
burd)  ausfüf)rli(iiere  Befprediung,  namentlidj  ber  für  bte  ®arten=  utib  CanbtDirtfdiaft  toidittgen 
mitroffoptfdten  Sdjäblinge  btctten.  Um  aud)  3u  felbftänbigem  Beobad)ten  unb  5or?iiien  un= 
3uregen,  toerben  bte  mifro[toptfdic  Unterfudiung  unb  bie  Befdiaffung  geeigneten  ITlaterials 
befonbers  beljanöelt 

Pflonscn  (f.  a.  Botantf;  ©bftbau;  piantton;  tEtcrIcben).  Unfere  tDidi= 
tigftcn  Kulturpflan3en.  (Die  (Betreiöegräfer.)  Sedjs  Dorträge  aus  ber 
Pflanjenfunbe.  Don  profeffor  Dr.  K.  (Biefenfjagen.  DTit  38  S^tgurcn 
im  tEeft.    2.  Huflagc.    {Ylv.  10.) 

Beljanbelt  bte  ffietretbepflanjen  unb  tl)ren  Anbau  nadj  botanifdien  roie  fulturgel(f)iditltd)en  (Be= 
fidjtspuntten,  bamit  jugletd)  in  anjdjaulidjfter  5onn  allgemeine  botanifdie  Kenntntjje  oermittelnb. 

Die  (Erforfd)ung  unb  !ünftltd)e  £}erftellung  öer  Stoffe  öes  Pflan3en= 


unb  tEierrcid]s.  Don  ®berlel)rcr  Dr.  B.  BaotncE.  UTit  3af)Ireid)eii  flb= 
bilöungen.     (Hr.  187.) 

ffitbt,  ausgefjenb  Don  einer  fursen  (Einfüfjrung  in  bie  (Brunblagen  ber  dljemie,  einen  (Einblirf 
in  bie  tDidjtigften  tljeorctifdiert  Kcnntniffe  ber  organifdien  (Tfjemie  unb  fudjt  bas  Derjtänbnis 
iljrer  barauf  begrünbeten  prattifdien  (Erfolge  3U  cermitteln,  roobei  bejonberes  ©etDidjt  auf 
bie  für  bie  3nbuitrie,  Ijeiltunbe  unb  bas  täglidje  Zeben  tDertooIlJten  (Entbecfungen  unb 
(Erfinbungen  gelegt  toirb. 

pi)Uofopi)ie  (f.  a.  Buöblja;  ^erbart;  Kant;  £ebensanfd)auungen; 
ITIenfd)enIebcn ;  Rouffeau;  Sd)openI)auer;  tDeltanfqauung;  IDeltproblem). 
Die  pi)ilofopt)ie  öer  Oegcnroart  in  Deut[(i)Ianb.  (Eine  (EI)arafteri|tif  if)rer 
I}auptri(i)tungen.    üon  Profeffor  Dr.  ®.  Külpe.    3.  Auflage.     (ITr.  41.) 

Sdiilbert  bie  öier  I^auptriditungen  ber  beutfdjen  pi)iloiopl)te  ber  ffiegenroart,  ben  pofitiDis= 
mus,  ITtaterialismus,  Ttaturalismus  unb  3bealismus,  ntd)t  nur  im  allgemeinen,  Jonbern  aud) 
burd)  eingeljenbere  IDürbigung  cinselner  tr)pifd)er  Dertreter  roie  IHad)  unb  Düljiing,  Ijaedel, 
nie^fdie,  Sedjner,  £o§e,  v.  Ijartmann  unb  IDunbt. 


(Einfüljrung  in  öie  pf)iIofopI)ic.     Se(^s   Dorträge   Don  profeffor 

Raoul  Rid)ter.    (Hr.  155.) 

Bietet  eine  gemeinDer(tänbIid)e  Darftellung  ber  pl)iIo|opf)iid|en  t7auptprobIeme  unb  ber 
Ridjtung  iiirer  Cö|ung,  insbefonbere  bes  (Ertenntnisproblems  unb  nimmt  babei  3U  ben  Stanb= 
puntten  bes  rrtaterialtsmus,  Spiritualismus,  il[)cismus  unb  pantf)eismus  Stellung,  um  3um 
Sd)luije  bie  religions=  unb  moralpl)iloiopl)i[d)en  fragen  3U  beleuditen. 

5ül]renöe  Denfer.     (Befdjidjtlidje   (Einleitung   in   bie  pi)iIofopI)ie. 

Don  profeffor  Dr.  3onas  (Eof)n.    lUit  6  Bilbniffen.     (TTr.  175.) 

IDill  burd)  ffiejdjidite  in  bie  ptjilojopl^ie  einleiten,  inbem  es  Don  jedjs  großen  Denfern  bas 
für  bie  pt)ilo[opl|ie  bauernb  Bebeutenbe  l)eraus3uarbeiten  fudjt  aus  ber  Überseugung,  ba^ 
bie  pf)ilofopt)ic  tm  Caufe  iljrci  (Entroidlung  mel)r  als  eine  Summe  gciftrcidjer  (Einfälle 
t}erDOrgebradit  Ijat,  unb  ba^  aiuicrerfeits  aus  ber  Kenntnis  ber  perföniidjtoiten  am  beften 
oas  Derftänbnis  für  il)rc  (Bebauten  3U  getoinnen  ijt.  So  roerben  bie  fd^einbar  entlegenen 
unb  lebensfremben  (Bebanfen  aus  ber  Seele  füljrenber,  bie  brei  fruditbarftcn  3eitaltcr  in  ber 
i5e}d)idite  bes  pl)ilofopl)ifdien  Denfcns  Dcrtretenber  (5ei[tcst)elben  Ijeraus  in  ii)rcr  inneren, 
iebeubigcn  Bebeutung  nal)e  3U  bringen  ge)ud)t,  Sofrates  unb  piaton,  Dcscartes  unb  Spinoni, 
Kant  unb  Jidjte  in  bicjem  Sinne  bci)anbelt. 

piltjfH  f.  £i(f)t;  milroffop;  llToIcfüIe;  naturlef)re;  ©ptif;  Stratjlen;  IDärmc. 

pl)t)fioI09ie  f.  lUenfd). 
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£lus  tlatur  un6  (5ciftcstceli. 

3eöes  Bän5cf)cn  gefjeftet  1   TtTf. ,    gcfd)macfDoIl  gcbunöen   1  HC!.   25  Pfg. 

pianfton.  Das  SüferDaffer^pianfton.  (Einfüt)rung  in  bie  freifditDebenöe 
©rganismentDcIt  unferer  Ieid)e,  S^üffe  unb  Seebeden.  Don  Dr.  (Dtto 
3ad)arias.    ITIit  49  flbbilöungen.     (Hr.  156.) 

(5ibt  eine  Anleitung  ßur  Kenntnis  öer  intcreffanteften  pianftonorganismen,  jener  tnifro= 
ffopifd)  tictnen  unö  für  öie  (Erijtens  öer  Ijöljcren  Cebcrocjen  unö  für  öie  naturgef(f)irfite  öer 
(öcroüifer  fo  rotditigen  tlicrc  unö  Pflanßen.  Die  roicf)tig|ten  5ornien  toeröen  Dorgefütjrt  unö 
öie  ntertroüröigen  Cebensnerljältniffe  unö  =beötngungen  öicfer  uniidjtbaren  IDcIt  einfad)  unö 
öod)  Dielfeitig  erörtert. 

Polorforfdjung.  Die  poIarforfd)ung.  (Befd)icf)te  öer  (Entberfungsrcifcn 
3um  norö=  unb  Sübpol  Don  ben  älteften  Seiten  bis  3ur  (Begentüort.  Don 
Profeffor  Dr.  Kurt  I^affert.  2.,  umgearbeitete  unb  ertoeiterte  Huflage, 
mit  6  Karten   auf  2  tafeln.     (Hr.  38.) 

Das  in  öer  neuen  Auflage  bis  auf  öie  (Begenroart  fortgefüf)rte  unö  im  einjelnen  nidjt 
unerf)cblidi  umgejtaltete  Bud)  fa§t  in  geörängtem  Überblid  öie  f^auptergebntffe  öer  norö= 
unö  Süöpolarforfdjung  3u|ammen.  Xlaä)  gemcinoerftänölicfier  (Erörterung  öer  Siele  arttiidjer 
unö  antarftijdjer  Sorfdjuug  toeröen  öie  polarreiten  felbft  Don  öen  älteften  Seiten  bis  3ur 
©egcntoart    gefdjilöert    unter    befonöerer   Berüdfiditigung   öer  topograpljifdien   (Ergebmjfe. 

PoIttH  f.  (Englanb. 

Pompeit,  eine  t)elleniftifcf)e  Stabt  in  3talien.  Don  ^ofrat  Profeffor  Dr. 
5r.  D.  Duf)n.    mit  62  abbilbungcn.     (Hr.  114.) 

Sudjt,  öurrf)  3al)lreidie  Abbilöungen  unterftii^t,  an  öem  befonöcrs  greifbaren  Beifpiel  Pompejis 
öie  Übertragung  öer  griednicben  Kultur  unö  Kunft  nad)  Jtalten,  iljr  IDeröen  3ur  IDeWiiltur 
unö  IDelttunit  Derftänölid)  3U  madjen,  roobei  öie  Fjauptpljajen  öer  (Enttoidlung  Pompejis, 
immer  im  fjinblid  auf  öie  geftaltenöe  Beöeutung,  öie  geraöe  öer  fjellenismus  für  öie  Aus= 
bilöung  öer  Staöt,  if)rer  £ebens=  unö  Kunftformen  gef)abt  Ijat,  jur  Darjtellung  gelangen. 

Poft.  Das  pcfttoefcn,  feine  Cntiotcfelung  unö  Beöeutung.  Don  poftrat 
3.  Bruns.    (Hr.  165.) 

Sdjilöert  immer  unter  befonöerei  Berüdfid)tigung  öer  gefdjiditlidien  (Entmidlung  öie  poft 
als  StaatsDerfefjrsanftalt,  il)re  (Drganifation  unö  il)ren  IDirfungsfreis,  öas  Q[arif=  unö  ffie= 
büljrenroefen,  öie  Beföröerungsmittel,  öen  Betriebsöienft,  öen  tDeltpoftnerein,  foroie  öie  öeutfd)? 
poft  im  Jn=  unö  Auslanö. 

Pft)^oIogie  f.  menfd);  Ileroenfijftem;  Seele. 

Hed)t  (f.  a.  (Beroerbe).  moberne  Recf)tsprobIeme.  Don  profeffor  3ofef 
Kot)ler.     (Hr.  128.) 

Bel)cnöelt  nad)  einem  einleitenöen  Abidiniite  über  Reditspl)ilofopl|ie  öie  roidjtigiten  unö 
intcreffanteften  Probleme  öer  moöemen  Reditsprüfung,  insbejonöere  öie  öes  Strafredits,  öes 
Strafproseffes,  öes  ffienoifenfdiaftsredits,  öes  Sioilproseffes  unb  öes  Dölfcrredjtes. 

Heltgton  (f.  a.  BudjgerDcrbe;  Bubötja;  Cfjriftcntum ;  (Bcmtanen;  3cfuitcn; 
3efus;  £utl)er).  Die  (Brunbsüge  ber  israelitifcf)en  ReIigionsgefd)i(i)te.  Don 
Profeffor  Dr.  $x.  (5iefebred)t.     (ITr.  52.) 

Sdiilöert,  roie  Israels  Religion  entitef)t,  mie  fie  öie  nationale  Sdiale  fprcngt,  um  in  öen 
propl)etcn  öie  Anjn^e  einer  lUenidilieitsreligion  ausjubilöen,  toie  aud)  öiefe  neue  Religion 
jidi  oerpuppt  in  öie  gönnen  eines  priefterftaats. 

— —  Religion  unö  HaturrDiffenfdiaft  in  Kampf  unö  5ricöcn.  (Ein 
gef(f)icf}tlidier  Rüdbltc!  non  Dr.  fl.  Pfannfudje.     (Hr.  141.) 

tDill  öurd}  gejdiiditlidie  Darftellung  öer  Bc3iel)ungen  bciöer  ©ebiete  eine  Dorurteilsfreie  Be= 
urteilung  öes  Ijeig  umftrtttenen  Problems  ermöglidjen.  Ausgeljenö  con  öer  urfprünglidien 
(jinljeit  Don  Religion  unö  Ilaturertennen  in  öen  Raturreligionen  fdiilöert  öer  Derfaffer  öas 
(Entfteljen  öer  rtaturroifjenfdiaft  in  ffiriedienlanö  unö  öer  Religion  in  Israel,  um  öann  ßu 
jeigen,  roie  aus  öer  DerfditDifterung  beiöer  jene  ergreifenöen  Konfliftc  erroadifen,  öie  ftdj 
befonöers  an  öie  Hamen  oon  Kopemifus  unö  Darroin  tnüpfen. 
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Aus  ttatur  un5  (Beiftestoelt. 

3cöcs   Bän6(i)en  gcl)eftet  1   ITIf.,  gcfdimaduoll  gebunben  1   TRI.  25  Pfg. 

Heligion.  Die  rcUgtöfen  Strömungen  öer  (ßegcnroart.  Don  Supertntenöent 
D.  a.  £).  Braafd).     (Hr.  66.) 

IDill  öte  gegenroärtige  rcligiöfe  £age  nad)  il)ren  beöeutjamcn  Seiten  f)in  öarlegen  unö  il)r 
geidii(f|tlid)es  Derftänönts  oermittcln ;  öte  martantcn  perfönliditetten  unö  Rtd)tU!igeii,  öie  öurdj 
toilfenldjaftltdie  nnö  roirtfdiaftltdie  (Entmidlung  geftellten  Probleme,  toie  öie  (Ergebntfjc  öer 
Sorfdiung,  öer  Ultramontanismus  rote  öie  ciiri(tltdie  £tebestätig{ett  gelangen  3ur  Befjanölung. 

Hembrattbt.  Don  profeffor  Dr.  Paul  Sd)  üb  ring.  Blit  einem  ?EiteI= 
biI6  unb  49  ^[eftabbilbungen.    (Hr.  158.) 

(Eine  öurd)  3af)Ircidie  flbbilöungen  unterjtü^te  lebensoolle  Sdiilöerung  öes  menjdjiidien  unö 
üinjtlertfdien  (Entroicfelungsganges  Rembranöts.  3ur  üarftellung  gelangen  jeine  per!ön= 
Itcfjen  Sd)i(ffale  bis  1642,  öte  5rüf)3eit,  öie  3eit  bis  3U  Saftias  tEoöe,  öte  naditroadje, 
Rembranöts  Derffältnts  3ur  Bibel,  öie  Raöierungen,  Ur!unölid)es  über  öie  3cit  nad)  1642, 
öie  perioöe  öes  farbigen  ^ellöunfels,  öie  ©emälöe  nad)  öer  nadjtroadie  unö  öie  Spätseit. 
Beigefügt  flnö  öie  beiöen  ältejten  Biograpljien  Rembranöts. 

Hom.  Die  ftänbi[d)en  unb  fo3iaIcn  Kämpfe  in  ber  römifd)en  Republif. 
Don  prinatbosent  Dr.  Ceo  Blod).    (Itr.  22.) 

Betjanöclt  öie  Sosialgefdiidite  Roms,  iotoeit  jie  mit  Rüdficfit  auf  öie  öie  ffiegentoart  bctDegenöen 
fragen  Don  allgemeinem  3ntere(je  iit.  3nsbejonöere  gelangen  öie  öurd)  öie  ffiroömadjtftellung 
Roms  beöingte  (Entjteljung  neuer  josialer  Unterjditeöe,  öie  l^errfdiaft  öes  flmtsaöels  unö  öes 
Kapitals,  auf  öer  anöeren  Seite  eines  gro&(täötiid|en  Proletariats  3ur  Darjtellung,  öte  ein 
flusblid  auf  öie  Cöjung  öer  partcitämpfe  öurd)  öte  lUonardiie  beidiltefet. 

Rouffcou.    Don  profeffor  Dr.  Paul  E^enfel.    (Hr.  180.) 

Diefe  üarftellung  Routfeaus  toill  öiejenigen  Seiten  öer  £ebcnsarbeit  öes  großen  (Benfers  I)er= 
öorljeben,  loeldie  für  öie  (Enttnidlung  öes  öeutfdien  3öealismus  beöeutungsooll  getocfcn  finö, 
feine  Beöeutung  öarin  erfennen  laffen,  öafe  er  für  ®oetI)e,  Sdiiller,  f7eröcr,  Kant,  5i*te  öte 
unumgänglidie  Dorausfe^ung  bilöet.  2n  öiefem  Sinne  toeröen  nad)  einer  tursen  (Itiarafter= 
ffi33e  Rouffeaus  öie  (5efdiiditspf)iIofopl)ie,  öie  Reditspl)iIo|opf)ie,  öie  (Er3iel)ungsle[|re,  öer  oon 
Rouffeau  neugejdiaffene  Roman  unö  öie  RcIigionspf)iIofopI)te  öargeftellt. 

Säugling.  Der  Säugling,  feine  €rnäf)rung  unb  feine  Pflege.  Don  Dr. 
IDaltficr  Kaupe.    ITtit  17  tEejtabbilbungen.    (Hr.  154.) 

tDill  öer  jungen  Rtutter  oöer  Pflegerin  in  allen  fragen,  mit  öenen  (ie  fid)  im  3nterejfe  öes 
tieinen  (Eröenbürgers  bejdiäftigen  müjfen,  öen  nötigen  Rat  erteilen,  flufeer  öer  allgemeinen 
gcifttgen  unö  törpcrlidjen  Pflege  öes  Kinödiens  roirö  befonöers  öte  natürlidie  unö  lünjtlidie 
(Ernährung  beljanöelt  unö  für  alle  öiefe  5äUe  3uglcidi  pratti{d)e  Anleitung  gegeben. 

Sd)tffalirt.  Deutf(i]e  S(f)iffal)rt  unb  S(f|iffaf)rtspoIitif  ber  (Begentoart. 
Don  profeffor  Dr.  K.  Ifjiefe.    (Hr.  169.) 

Derfaljer  roiU  toetteren  Kretjen  eine  genaue  Kenntnis  unferer  Sd)iffal)rt  erjcfiließen,  inöem 
er  in  leidit  faglidier  unö  öod)  erfdiöpfenöer  Darftcllung  einen  allgemeinen  Überblid  über 
öas  gejamte  öeutfdie  Sdiiffsroefen  gibt  mit  befonöerer  Berüdjidjtigung  fetner  gefdiiditlidien 
(EnttDidlung  unö  feiner  großen  Dollstotrtidiaftlidien  Beöeutung. 

$d)incr.  Don  profeffor  Dr.  t[I).  3iegler.  ITtit  bem  Btibnts  Sd)iIIers 
Don  Kügelgen  in  J^eliogranüre.    (Hr.  74.) 

(Bcöadit  als  eine  (Einfül)rung  in  öas  Derftiinönis  Don  Sdiillers  IDeröcgang  unö  IDerfen, 
bel)anöelt  öas  Büdjlein  cor  allem  öte  Dramen  Sdjillers  unö  fein  £cben,  ebcnfo  aber  aud) 
cin3elne  feiner  Iprifdien  (Bcöidite  unö  öie  liijtortjdien  unö  öie  pl)ilofopl)ifdien  Stuötcn  als  ein 
ttiidjtiges  (Blieö  in  öer  Kette  (einer  (Enttoidlung. 

Sd}önl)clt  f.  (Btimnaftif. 

Sd)openf)auer.  Seine  perfönlid)feit,  feine  £eF)re,  feine  Bcbeutung.  Sedjs 
Dorträge  oon  (Dberletjrer  £).  Ridjert.  TTIit  bem  Bilbnis  Sd)open= 
!)auers.     (Hr.  81.) 

Uiiterrid)tet  über  Sdiopenljauer  in  feinem  IDeröen,  feinen  IPcrfen  unö  feinem  forttnirten,  in 
feiner  l)ijtorifd)en  Beöingtfjcit  unö  feiner  blcibcnöcn  Beöculung,  inöcm  es  eine  grünölidje 
(Einfüljrung  in  öie  Sd)riftcn  Sdiopcnljauers  unö  3ugleid)  einen  3uiammenfaiicnöcn  llberblid 
über  öas  ffian3e  feines  pliilo(opl)iidien  Sijftcms  gibt. 


£lus  Itatur  unb  (Beiftcstocit. 

3eöes  Bänödjcn  gcf)eftct  1  ITtf.,  gcf(i)madüolI  gebunöen  1  ITIf.  25  Pfg. 

$d)rifttt>e{en  (f.  a.  Bucfjgeroerbe).  Sd)nft=  unö  Bud)tDefen  in  olter  unö 
neuer  3ett.    Don  profclfor  Dr.  (D.  IDeife.    2.  Hufl.    mit  37  Hbb.    (Hr.  4.) 

Derfolqt  öurcl)  mef)r  als  uier  3n!)i"taufetiöc  Scbnft=,  Bricf=  unö  Seitungsroejcn,  Budif)anöel 
unö  BibItotf)eten;  mir  F)örcn  Don  öen  Bibliotfjefen  öcr  Babt)Ionier,  öon  öen  3eitungen  im 
alten  Rom,  »or  allem  aber  ton  öer  großartigen  (Entuiidlung,  öic  „Sdjrift  unö  Budjroefen"  in 
öer  neueften  Seit,  insbefonöere  |eit  (Erfinöung  öer  Bud^öructertunft  genommen  fjabcn. 

Sd)Ul{}t)giene.  üon  priuatöosent  Dr.  £eo  Burgerftctn.  ITltt  einem 
Bilönis  unö  33  Siguren  im  Sejt.     (Hr.  96.) 

Bietet  eine  auf  öen  5oridiungcii  unö  (Erfal)rungen  in  öen  oerfcfiieöenjten  Kulturlänöern  berul)enöc 
Darftellung,  öie  ebcnjo  öic  ijtigiene  öes  Unterridits  unö  Sd;uIIcbcns  roic  jene  öcs  f^aufes, 
öic  im  3u|ammenl)ang  mit  öcr  Sciiule  ftcS^enöen  moöerncü  materiellen  IDol)Ifal)rtsein= 
ridjtungen,  euölid)  öie  Ijtjgicnifdic  Untertoeifung  öer  jugcnö,  öie  £}t)giene  öes  Celjrers 
unö  öic  S(fiular3tfrage  beljanöelt. 

$cE)Ultt>efen  (f.  a.  Bilöungsroefen;  5röbel;  £}iIfsfd]uIrDefcn;  fiod)fd)uIen; 
3ugen6fürforge;  ITtä6d)enfd)uIe;  päöagogü).  (Befdjidjte  öes  öeutfdjcn  Sd)ul= 
roefens.    Don  0berrcaI)"d}uIöircftor  Dr.  K.  Knabe.     (Hr.  85.) 

stellt  öie  (Entinidlung  öes  öeutfcljen  Sdjutoefens  in  feinen  l^auptperioöen  öar  unö  bringt 
|o  Anfänge  öcs  öeutjdien  Sdiultncfcns,  Sd)olajtit,  E^umanisvnus,  Reformation,  (Begenreformatton, 
neue  Bilöungsjiele,  Pietismus,  piiilantljropismus,  fluftlärung,  llcufjumanismus,  prinsip  öer 
all|eitigen  flusbilöung  cermittels  einer  flnftalt,  (Teilung  öer  Hrbeit  unö  öen  nationalen 
{^umanismus  öer  fficgentnart  3ur  Darftellung. 

Sdjulfämpfe    öer    (Segenroart.     Dorträge    3um    Kampf    um    öie 

DoIfsfd)uIe  in  Preußen,  geljalten  in  öer  t^umbolöt^flfaöemie  in  Berlin. 
Don  3.  Q:etr)s.     (Hr.  111.) 

Knapp  unö  öod;  umfaffeiiö  jtellt  öer  Derfaffer  öic  Probleme  öar,  um  öie  es  fid|  bei  öer 
Rcorganifation  öer  Doltsfdiulc  F)anöelt,  öercn  Stellung  3U  Staat  unö  Kirdje,  öcrcn  flbt)ängig= 
feit  Don  3eitgeift  unö  3eitbeöürfniffen,  öercn  IDiditigfcit  für  öie  f7erausgcftaltung  einer 
Doltsfreunölidjen  ffiefamtfultur  fdjarf  beleucljtet  rocröen. 

Dolfsfd)uIe  unö  £ef)rerbilöung  öer  Dereinigten  Staaten  in  iljren 

f)err)ortretcnöen  3ügen.  Reifeeinörüdc.  Don  Direftor  Dr.  5ran3  Kutjpcrs. 
mit  48  flbbilöungen  im  tEejt  unö  einem  Sitelbilö.    (Hr.  150.) 

Sdiilöert  anfdjaulid)  öas  Sdjutoefen  oom  Kinöcrgarten  bis  jur  l7od)fd)ule,  überall  öos 
röefentlidjc  öer  ameritanifd)cn  Crsieliungsroeife  (öie  ftetc  (Eräieljung  sunt  Ccben,  öas  IDedcn 
öcs  Betättgungstriebcs,  öas  E}inörängen  auf  prattifd)c  Dertoertung  ufro.)  l^erDorl)ebenö  unö 
unter  öcm  ffiefiditspunfte  öer  Bcobaditungcn  an  unfcrer  fdiutentlaffcnen  3'igcnö  in  öen  5ort= 
bilöungsfd)utcn  jum  Dergleid)  mit  öcr  fjeimifdjen  UnterridjtsiDeife  anregcnö. 

Secfricg  f.  Kriegstoefen. 

Seele  f.  menfd). 

$I)a£efpeare.     Don  profeffor  Dr.  (Ernft  Steper.    (ttr.  185.) 

Bietet  als  eine  „(Einfüljrung  itt  Sbarefpeare"  in  gcbrängtcr,  übcrfidjtlidier  Darftellung  alles,  toas 
3um  Derftänönis  unö  3ur  IDüröigung  feiner  IDcrfe  3U  miffen  not  tut.  Dor  allem  toeröen  öic 
Säbm  aufgefüllt,  öie  3U  öeni  llfenfdjen  Sljatefpearc  l)tnfütiren.  Aus  öer  (Entmidlung  öcs 
Did)ters  roirö  öie  (Enttnidlung  öes  IHcufdicn  unö  öas  Bilö  feiner  Perfönlidifcit  3U  erfd)lic§en 
gefudit.  Das  Scf(IuPapitcl  bcfpridjt  öie  t^ilfsmittel  für  öas  Stubium  Sl)atefpeares,  ein  fln= 
ijang  beljanöelt  öie  Sl)a!cfpearc-Bacon=5rage. 

SinnesXeben  f.  menfd). 

S05tale  Betocgungen  (f.  a.  flrbeiterfdju^ ;  Stauenbetcegung).  Sosiale 
Bctcegungen  unö  tEIjeorien  bis  3ur  moöernen  Hrbeitcrbetoegung.  Don 
Profeffor  Dr.  (5.  maier.    3.  Auflage.     (Hr.  2.) 
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Aus  ttotuv  unb  (BclftestDclt. 

3eöes  Bänbdjen  gcljeftet  1   DI!.,  gefdjmaifooll  gebunbcn  1   ITlf.  25  Pfg. 

3n  einer  ge[d)td)tlid!en  Betraditung,  öte  mit  öcn  altorientalijdicn  KulturDÖItern  beginnt, 
toerbcn  an  6en  3iDci  großen  rotrijdiaftltdjcn  Sdjriften  piatos  öie  JDtrtjdiaft  öer  (Brtedjen, 
an  öer  ffiracdiijdien  Beroegung  öie  öer  Römer  beleuditet,  ferner  öie  Utopie  öes  iEi)omas  ITIorus, 
anöererfeits  öer  Bauerntrieg  befjanöelt,  öie  Bejtrebungen  (Eolberts  unö  öas  Trter!antilir)|tem, 
öie  pf):i|totratcn  unö  öie  erften  roinenldjaftlic^en  Staatsrotrtjdjaftsleljrer  getoüröigt  unö  über 
öie  4ntfteF)ung  öes  Sosialismus  unö  öie  Anfänge  öer  neueren  Ejattöels»,  3oII»  unö  DerteF)rs= 
politif  aufgeflärt. 

Spiele  f.  ITTatI}cmatif. 

Sprad)e  f.  THuttcrfpradje;  Stimme. 

Stabtetoefen.  Die  Stäötc.  (5eograpI)tf(f)  betradjtet.  Don  profejfor 
Dr.  Kurt  E}affert.    mit  21  abbilöungen.    (Rr.  165.) 

Bel)anöelt  als  Deriud)  einer  allgemeinen  ffieograpl^ie  öer  Stäöte  einen  öer  tDid|tig|ten  flb= 
Jdjnitte  öer  Sieölungsfunöe,  erörtert  öie  Urfadje  öes  (Entjteljens,  IPadifens  unö  Dergeljens 
öer  Stäöte,  djarafterifiert  if|re  lanöroirtjdiaftlidie  unö  Dertei)rs=Beöeutung  als  (Brunölage  öer 
(Bro&ftabtbilöung  unö  fdjilöert  öas  Stäötebilö  als  geograpijiidie  (Erfdieinung. 

Dcutfdjc  Stäöte  unb  Bürger  im  TTIittelalter.    t)on  ®bcrlel)rer  Dr. 

B.  £jctl.  2.  Auflage.  IHit  3af)Irci(fien  flbbilöungen  im  Scft  unö  auf 
1  Doppeltafcl.     (ttr.  43.) 

stellt  öie  gefdiidjtlidje  (Entroidlung  bar,  jdiilbcrt  öie  roirtidiaftlidien,  fo3iaIen  unö  ftaatsredit» 
lid)en  Der^ältniffe  unö  gibt  ein  sulammenfafienöes  Bilö  con  öer  äußeren  (Erfdieinung  unö 
öem  inneren  £eben  öer  öeutfdjen  Stäöte. 

— t}iftorif(f)e  Stäötebilöer  aus  £}oIIanö  unö  HieöcröcutfAIanö.  Dorträge 

geljalten  bei  öer  ®berf(i)ulbel)öröc  in  f^amburg.  Don  Regicrungs»Baumeifter 
aibert  (Erbe,    mit  59  flbbilöungen.     (Hr.  117.) 

IPiH  öem  als  3etdien  toadifenöen  KunftDerftänönijfes  3U  begrügenöen  Sinn  für  öie  Reise  öer 
alten  maleri|d)en  Stäötebilöer  öurd;  eine  mit  flbbilöungen  reid)  unterftügte  Sd^tlöerung  öer 
(0  eigenartigen  unö  oielfadjen  I^errliditeit  fllt=£jolIanös  toie  nieöeröeutfdilanös,  ferner  Danjigs, 
Cübeds,  Bremens  unö  J^amburgs  nidjt  nur  com  rein  fünftlerifdien,  jonbem  aud)  pom  fultur= 
gefdiiditlidjen  Stanöpunft  aus  entgegentommen. 

Kulturbilöer  aus  griecfjifdjen  Stöötcn.    Don  (Dberlef)rer  Dr.  (Ertd) 

3iebartl|.    mit  22  flbbilöungen  im  tEejt  unö  1  Safel.    (Hr.  131.) 

Sudit  ein  anjdiaultdies  Bilb  3U  enttoerfen  con  öem  flus|el)en  einer  altgriediifdjen  Staöt  unö 
üon  öem  ftäötifdien  £eben  in  iljr,  auf  (Bruno  ber  Ausgrabungen  unb  öer  infdjrtftlidjen  Benf^ 
müler;  öie  altgriedii|d)cn  Bergjtäöte  ti^eva,  pergamon,  Priene,  ITtilet,  öer  Tempel  non  Dioijma 
toeröen  gefdiilöert.    Stabtpläne  unö  flbbilöungen  fud^en  öie  einseinen  Stäötebilöer  3U  erläutern. 

Stereoffop  (f.  a.  (Dptif).  Das  Stcreoffop  unö  feine  flnroenöungen.  Don 
Profeffor  ttf).  t^arttoig.  mit  40  flbbilöungen  im  Seft  unö  19  fterco= 
ffopifd]en  tEafeln.    (Hr.  135.) 

Beljanöelt  öie  nerfdiieöenen  (Erfc^einungen  unö  prattifdjen  Anroeiiöungen  öer  Stereoftopie,  ins= 
bejonbere  öie  jtereoffopifdien  fjimmelspf)otograpI)ten,  öie  jtcreojfopifdje  Darftcllung  mifro» 
Itopijdier  fflbjelte,  öas  Stereoflop  als  IReöinjtrument  unö  bic  Bcöeutung  unö  Anroeuöung  öes 
Stereofomparators,  insbejonöere  in  be3ug  auf  p[)otogrammetrifd)c  nicffungen.  Beigegeben 
jinb  19  jtereojtopifdie  tafeln. 

Stimme,  öie  menf(i)Ii(i)e,  unö  iljrc  H^ijgiene.  Sieben  üoIfstümIi(i)e  Dor» 
Icfungen.    Don  profeffor  Dr.  p.  (Berber,   mit  20  flbbilöungen.    (Hr.  136.) 

Ttad)  ben  notu)enbig|ten  (Erörterungen  über  öas  Suftanöcfommcn  unö  über  bie  ITatur  ber 
Jlöne  roirö  öer  Keljlfopf  öes  RTenjdien,  fein  Bau,  feine  Dcrriditungen  unb  feine  5unttion  als 
inujifalifdies  3nftrument  beljanbclt;  bann  lucröen  öte  (Bcfang»  unö  öie  Sprediftimme,  ilire 
flusbilöung,  ilire  5el)ler  unö  lü-trantuiigon,  foroie  öcron  Dorijütung  unö  Bebnnölung,  ins= 
befonöere  (Erfaltungstrantl)eiten ,  öie  profejjionelle  Stimmtd^tuädic  ,  öer  flltoljoleinfluö  unö 
öie  flbl)ärtung  erörtert. 
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£tus  Uatuv  un5  (5  elfteste  dt. 

3eöcs  Bänöcl]en  gefjeftet  1   ITl!.,  gefdjmadDoII  gcbunöen  1   IHf.  25  Pfg. 

Strolilcn  (f.  0.  £t(i)t).  Sid)tbare  unö  unfid)tbarc  StraI)Ien.  Don  Profcffor 
Dr.R.Börnftetn  unö  ProfefforDr.rD.inarcftDalö.  mit82abb.  (Hr. 64.) 

Sdiilöert  öie  »er(diteöenen  Arten  öcr  Stral)len,  baruntcr  öie  Katlioöen=  unö  Röntgenftratjlen, 
öic  t7er§(d)cn  IDcIlen,  öie  Straljlungen  öer  raötoatttocu  Körper  (Uran  unö  Kaöium)  nad}  iijrer 
dntjtcljung  unö  IDirtungsroeife,  unter  DarjtcIIung  öer  d}arattert(tifd)en  Dorgänge  öer  Strafjlung. 

Sü6tDaffcir»pianfton  [.  pianfton. 

tTedintf  (f.  a.  flutoniobil;  Bcleudjtungsarten;  Dampf;  £ifenbaf)nen;  (Eifen= 
!)üttentoefen;  (Eleftrotcdjnif;  SuTitentelcgrapIjie;  3ngcnteurted]nif;  ITIctalle; 
nXifroffop;  Pflansen;  Poft;  Red)tsfd)U5;  Stereoffop;  ?Eed)mf(f/c  Iiod]i'cE)uIen; 
plegrapljtc;  U) arm efraftntafd) inen).  Am  faufenöen  IDebftuI)!  öcr  3eit. 
Überftd)t  über  öic  tüirfungcn  öcr  Cnttoidlung  öer  IlaturtDiffenfd^aften  unö 
öcr  icd)nif  auf  öas  gefamtc  Kulturleben.  Don  (Bcf).  Regicrungsrat  Profcffor 
Dr.  tD.  £aunt)aröt.  2.  Auflage.  ITtit  16  flbbilöungcn  im  Sejt  unö  auf 
5  tEafcIn.    (Rr.  23.) 

(Ein  gei|tre{d)er  RücfblicE  auf  öie  (Enttnidlung  öer  natunDii|cn|diaften  unö  öer  tEedjnlf,  öer 
bie  IDeltrounöer  unjerer  Seit  neröantt  roeröen. 

ticc  f.  Kaffee. 

Scicgraplite  (f.  a.  5unfcntelegrapf|ic.)  Die  ?EeIcgrapI)ic  in  ifjrcr  (Ent= 
iDtcflung  unö  Beöeutung.  Don  poftrat  3,  Bruns.  ITIit  3aI)Ircid)en  flb= 
bilöungcn.    (Bö.  183.) 

(5tbt  auf  öer  ffirunölage  cingeffenöer  prattifdjer  Kenntnis  öer  einfdilägigen  DerfjSItntffe  einen 
tinblid  in  öas  für  öie  f)eutige  Kultur  fo  bcöeutungsoolle  ®cbiet  öer  ^elegraptjie  unö  feine 
großartigen  ^ortfdiritte.  tlad)  einem  Überbltd  über  öic  (Entmtdlung  ötefes  üadiriditcniDefens 
aus  feinen  ötuftijdien  unö  optifdjen  Anfängen  roeröen  3unädift  öie  internationalen  unö 
nationalen  re^tltd|en,  öanad)  öie  tedjnifdjcn  ©runötagen  (Stromquellen,  £eitungen,  Apparate  !C.) 
beljanöelt,  öanad)  öie  ©rganifation  öes  Jernfpredirocfens,  öie  Unterfeefabel,  öie  großen  feft= 
länöifdien  tTelegrapljenünien  unö  öie  etnscinen  3roeige  öes  Selegrapf)cn=  unö  5ernfpred!= 
betriebsöicnftes  erörtert. 

Q;iieoIogle  f.  Bibel;  €f)riftcntum ;  3cfus;  Paläftina;  Religion. 

?IterXebcn  (f.  a.  flmeifc;  ITtenfdj  unö  (Eier;  Pflansen;  pianfton).  Die 
Bcjicljungcn  öer  tEiere  ßueinanöer  unö  3ur  PflanscntDcIt.  Don  profcffor 
Dr.  K.  Kraepelin.     (Hr.  79.) 

stellt  in  großen  3ügen  eine  5üIIe  roedjfelfeitiger  Be3iel}ungen  öer  (Drganismen  jueinanöev 
öar.  5amilienleben  unö  Staatenbilöung  öer  aiere,  roie  öie  intereffanten  Bejieljungen  öer  üiere 
unö  Pflan3en  3ueinanber  roeröen  gefdiilöert 

Sierfunöc.    (Eine  £infü!)rung  in  öic  Soologic.    Don  prioatöojcnt 

Dr.  Kurt  Hennings.    ITIit  34  Hbbilöungcn.    (Rr.  142.) 

tDill  bie  (Einl)eitlid)feit  öes  gefamten  cEierreidies  3um  AusbrucE  bringen,  Beroegung  unö  (Emp= 
finöung,  Stoffroedifel  unö  5ortpfIan3ung  als  öic  djaratterijicrenben  (Eigeufdiaften  aller  Siere 
öarftellen  unö  foöann  öie  (Tätigteit  öes  (Eierleibcs  aus  feinem  Bau  oerftänölidi  madjen,  roobei 
ber  Sdiroerpunft  ber  Darltellung  auf  bie  £ebensroeife  ber  tEiere  gelegt  ift.  So  roeröen  nad) 
einem  Dergleid)  öer  örei  naturreid)e  öie  Beftanbteile  bes  tieri|d)en  Körpers  bef)anöelt,  foöann 
ein  Übcrblid  über  öie  jicben  großen  Kreife  öes  Sierreidjes  gegeben,  ferner  Beroegung  unö 
Bcroegungsorgane,  Aufentl)altsort,  Beroußtfein  unö  (Empfinbung,  Heroenfpftcm  unö  Sinnes» 
Organe,  Stoffroedifel,  5ortpflan3ung  unö  (Entroidlung  erörtert. 

Sroiegcftalt  öer  (5cfd)Icd)tGr  in  öcr  HicrtDcIt  (Dimorpf)ismus).    Don 

Dr.  5rieörid)  Knauer.    Ritt  37  flbbilöungcn.    (Rr.  148.) 

3eigt,  Don  öer  ungefdileditlid)en  5ortpfIan3ung  3al)lreid)er  nieberftcr  tlierc  ausgel)enö,  roie 
jid)  aus  öiefem  fiermapI)robitismus  allmatjüd)  bie  3roeigeid)led)tigfeit  fjeraasgebilbet  Ijat  unb 
fid)  bei  oerid)icöenen  dierarten  3U  auffälligftem  gejd)led)tlid)em  üimorp[)tsmus  entroidelt,  an 
intereffanten  jällen  fold)er  Derfd)ieöent)eit  3roifd)en  inännd)cn  unb  IDeibdini,  roobei  üielfad) 
öie  Brutpflege  in  öer  tEierroelt  unö  öas  Derl)alten  ber  inänndien  3U  öerfelben  erörtert  roirö. 
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Hus  natuv  unb  (Beiftestoelt. 

3e6es  Bänöd)en  gefjeftet  1   ITTf.,  gefd)madüoII  gebimöen  1  IHf.  25  Pfg. 

tricrlebcn.  Die  tEtertDcIt  6es  IHifroffops  (6te  Urtiere).  Don  priDat= 
Ö03ent  Dr.  Rid)arö  (5oI6fd)miöt.    IKit  39  Hbbilöungen.     (Hr.  160.) 

Bietet  nad)  öem  (Brunöjaß,  bafe  öte  Kenntnis  öes  (Einfadjen  grunölegenö  jum  Deritänbms  öes 
Komplijiertcn  ift,  eine  einfütjrenöe  DarftcIIung  öes  £ebens  unö  öes  Baues  ^er  Urtiere,  biejes 
mi!ro|topifdi  fleinen,  formenreidien,  unenölid)  safjlreidjen  ©efdiledjtcs  ber  iiierroelt  unö  jtellt 
nidjt  nur  eine  anregenbe  unb  öurd)  flbbilbungen  initruttioe  £eftüre  bar,  fonbem  oermag 
namcntltd)  aud)  3U  eigener  Beobad}tung  ber  roidjtigen  unb  interefjanten  latfadien  Dom  Bau 
unö  aus  öem  £eben  ber  Urtiere  ansuregen. 

£ebensbeöinguTtgen   unö   Derbreitung   öer   liiere.     Don  Profc[for 


Dr.  Ö3tto  maas.    mit  Karten  unö  Hbbilöungen.     (Hr.  139.) 

Celjrt  bas  Derijältnis  öer  tEierroelt  jur  ffiejamttieit  öes  £ebens  auf  öer  (iröe  ocritänönisDoU 
aijnen,  3eigt  öie  aiertoclt  als  einen  Seil  bes  organi|d)cn  (Eröganöen,  bie  flbliäiigigteit  öer 
Derbrcitung  öes  (Eieres  nidit  nur  von  öejjen  Cebensbcöingungen,  fonöern  aud)  von  öer  (Erb= 
gefdiidite,  ferner  Don  Ualjruna,  Temperatur,  £id)t,  Cuft,  ^eudjtigtett  unb  Degetation,  toie 
Don  bem  (Eingreifen  bes  ITtenidjen  unb  betraditet  als  (Ergebnis  an  ber  I^aiib  Don  Karten  öie 
geograpfjijdie  (Einteilung  ber  Sicrtoelt  auf  ber  €röe  nad)  bejonöeren  (Bebteten. 

trontunft  l  mufif. 

tlubcrfulofc.  Die  Cuberfulofe,  iljr  TDefen,  il)re  Dcrbreitung,  Urfad|e,  Der= 
f)ütung  unö  I^eilung.  5ür  öie  (Bebilöetcn  aller  Stänöe  gemeinfapU(ä]  öargeftcllt 
Don  ©ber[tabsar3t  Dr.  U).  S  d)  u  m  b  u  r  g.  IHit  1  tEaf el  unö  8  Figuren  im  Jcft. 
(Itr.  47.) 

Sdjilöert  naii\  einem  Überblid  über  öie  Derbrcitung  öer  ZEuberfuIoje  öas  tDcfen  öerfelben, 
bejdiäftigt  |id(  eingef)enö  mit  öem  a:ubcrtelba3illus,  befpridjt  öie  ITtaSnafjmen,  öurd)  öie  man 
ii)n  Don  jid}  fernfjalten  fann,  unö  erörtert  öie  Jragen  öer  ^eilun^;  öer  üubertuloje,  Dor  allem 
öie  Iitigienifdi=biätetifdie  Beijanblung  in  Sanotorien  unö  Cungenij'eilftätten. 

tTumen  f.  ®i)ntnaftif. 

UntcrridjtstDefcn  f.  BtlöungsTOcfcn;  (Er3iet)ung;  Rilfsf(i)ulrocfcn;  Ejod]^ 
f(i)ulen;  nTäö(f)enf(i)uIc;  päöagogif;  Sd)ull)i)gienc ;  Sdjutoefen. 

Utilitarismus  f.  Cebcnsanfdjauungcn. 

Oerfoffung  (f.  a.  5ür[tentum).  (Brunösügc  öer  Derfaffung  öes  Dcutf(i)en 
Rcid)es.    Sc3)s  Dorträge  oon  profeffor  Dr.  (E.  £oening.    2.  flufl.    (Ilr.  34.) 

Beabjtditigt  in  gemcinoerftänölidier  Spradje  in  öas  Derfafjungsredit  öes  Deutjdien  Reidjes 
cin3ufüt)ren,  foroeit  öies  für  {eben  Deutjd)cn  crforberlid)  i|t,  unb  öurd)  fluftoeifung  öes  3u= 
fammen[)anges  foioie  öurdi  gefdiiditlidic  Rüdblide  unö  Dergleidie  öen  rtdjtigen  Stanöpuntt 
für  öas  Derjtänönis  bes  geltenöen  Redjtes  3U  geroinnen. 

Oerfel^rsenttDtdlung  (f.  a.  Automobil;  (Et[enba!)nen;  5iinfcntelegrapf)ie; 
poft;iEe(f)nif;tEeIegrapI)ie).  Derfel)rscntu)tcflung  inDeutfdjIanö.  1800—1900. 
Dorträge  über  Deutfdjlanös  (Eifenbafjnen  unö  Binnenroafferftrafeen,  il)re 
£ntrDi(iIung  unö  Dertoaltung,  fotoie  if)rc  Beöeutung  für  öie  t)eutigc  DoIfs= 
tDirtfdiaft  üon  profeffor  Dr.  tD.  £0^.    2.  aufläge.    (ITr.  15.) 

(5ibt  nad)  einer  fur3en  Überfidit  über  öie  fjauptfortjdiritte  in  bcn  Derfetjrsmitteln  unb  öeren 
rolrtidiaftlidic  IDirfungen  eine  (r)efdiid)tc  öes  (tiicnbat^niDcfcns,  id)ilöcrt  öen  ijcutigcn  Staub 
öer  (Etfenbaijnocrfaffung,  öas  (5üter=  unö  öas  pcrfonentariftoefen,  öie  Hcformocrjud^e  unö  öie 
Reformfrage,  ferner  bie  Bebeutung  ber  BinnentDaücritra^en  unb  enblid}  öie  IDirfungen  ber 
mobeinen  Derfeljrsmittel. 
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Hus  Hatur  unb  (Bciftcstoelt. 

3cöcs  Bän5(f)cn   gef)eftet   1  HI!.,    gefrf)inacft)oII  gebunöen   1  ITtf.  25  Pfg. 

Ocrfidieruitg  (f.  a.  flrbcitcrfdju^).  (Brunösügc  öes  ücrfidjcrungstDcfens. 
Don  profeffor  Dr.  a.  Htancs.    (Hr.  105.) 

Beljanöelt  Jorool)!  öie  Stellung  öcr  Derjidicrung  im  ÜJirtfdiaftsIeben,  öie  (Entroidlung  öer  Der« 
jtiiierung,  öie  ffirganifation  tf)rerllnternel)mungsformen,öen  (5e|diäftsgang  eines  Derjidierungs« 
betriebs,  öie  Deriidierunqspoliti!,  öas  Derfidicrungsocrtragsrcciit  unö  öie  Der|irfierungstDt!ien= 
|cf)aft,  als  öie  etn3elneii  r3n)cige  öer  Derttdierung,  raie  £cbcnsDcrfid)erung,  Unfallnerfidieruiig, 
E)aftpflidittierftcl)erung,  üransportneriicfierung,  5cuen)erjidierung,  fjagelDerjidierung,  Diel)» 
Derjid^erung,  Heinere  Der|id)erungs3n»cige,  RüdEoer(id)crung. 

Ooltslleb.  Das  5eutfd}c  üolfslieö.  Über  tDefcn  unö  Oeröcn  öes 
öcutf(^cn  Dolfsgefanges.  Don  Prtoatöosent  Dr.  3-  ^-  Bruinicr. 
2.  Auflage.     (IXr.  7.) 

f)anöclt  in  {diroungooller  Darftellung  oom  IDefen  unö  IDeröen  öes  öeutfdien  Dolfsgejanges, 
unterrtditet  über  öie  öeutjcfje  Dolfslieöerpflege  in  öer  (Eegenroart,  über  IDejen  unö  Urfprung 
öes  öeutjdien  Dolfsgefanges,  Sfop  unö  Sptelmann,  ffiefdiidfie  unö  IlXär,  £ebcn  unö  £iebe. 

Oolfsfdjulc  f.  S(f)uIrDe[en. 

t)oHsftätnmc.  Die  5eut[d|en  Dolfsftämme  unö  Canöfd)aften.  Don 
Profeffor  Dr.  0.  tDeifc.  3.  Huflage.  mit  29  flbbilöungcn  im  tEejt  unö 
auf  15  {Tafeln.     (Hr.  16.) 

Sdjilöert,  öurd)  eine  gute  flusroal)!  con  Stäöte=,  £anöf(iiafts=  unö  anöeren  Bilöern  unterftü^t, 
öie  Eigenart  öer  öeutjdien  (Baue  unö  Stämme,  öie  d)aratterifti|(fien  (Eigentümliditeiten  öer 
£anöf(iiaft,  öen  (Einfluß  auf  öas  tEemperament  unö  öie  geijtige  Anlage  öer  nTenfdien,  öie 
Ceiltungen  Ijeroorragenöer  Ittänner,  Sitten  unö  (Bebräudie,  Sagen  unö  ITlärcfien,  Befonöer^ 
Ijeiten  in  öer  Sprarfje  unö  Fjauseinriditung  u.  a.  m. 

OoHst»{rtfd}OftsIclirc  f.  flmerifa;  flrbeiterfd)u^ ;  Bcüölferungslel|rc; 
Budjgeroerbe;  5'^auenbctDegung ;  3apan;  Sosialc  Betoegungen;  Dcrfe^rs= 
enttoicflung ;  Derfid)erung ;  tDirtf(f)aftsgefd)icf)tc. 

tDaI6.  Der  öeutfd)e  tDalö.  Don  profeffor  Dr.  fjans  f^ausratl}.  Hlit 
15  tEejtabbilöungen  unö  2  Karten.     (Hr.  153.) 

Sd)ilöert  unter  bejonöerer  Berüiiftditigung  öer  gefd}id)tli(i}en  introiiflung  öie  Cebens= 
beöingungen  unö  öen  3uftanö  unjeres  öeutfdien  IDalöes,  öie  Derroenöung  feiner  (Erseugntffe, 
foiDie  leine  günftige  (Einroirfung  auf  Klima,  5ruditbarfeit,  Sidiertjeit  unö  ffie(unöl)eit  öes 
£anöes  unö  erörtert  3um  Sdiluffe  öie  Pflege  öes  UJalöes  unö  öie  Aufgaben  feiner  (Etgen= 
tümer,  ein  Büdilcin  alfo  für  jeöen  tDalöfrcunö. 

tDorcnjctdjcnrcdjt  f.  (Bcroerbe. 

tDärmc  (f.  a.  (Eljemie).  Die  £el)re  oon  öer  IDärmc.  (Bemeinoerftänölid) 
öargcftellt  Don  Profeffor  Dr.  R.  Börnftein.  ITtit  33  flbbilöungen  im 
left.     (Hr.  172.) 

Bietet  eine  tiare,  feine  erfjeblidien  Dortenntniffe  erforöernöe,  alle  oorfommenöeu  €jperimente 
in  IDortcn  unö  oielfad)  öurd)  Seidjnungcn  fdiilöcrnöe  Darftellung  öer  JEatfadjen  unö  ffieje^e 
öer  tDärmeletjrc.  So  ineröen  flusöel)nung  erroärmter  Körper  unö  tlcmperaturmeffung,  IDärmc= 
meffung,  tDärme=  unö  Kältequellen,  IDärme  als  (Energieform,  Sdimcl3en  unö  (Erftarren, 
Sieben,  Deröampfen  unö  Derflüffigen,  Derbalten  öes  IDafferöampfes  in  öer  fltmofp{)äre, 
Dampf=  unö  anöere  Xüärmemaldjinen  unö  fdiliefelid}  Betnegung  öer  IDärme  betjanöclt. 

tDarmcfraftmaJdiincn  (f.  a.  Dampf).  (Einfüfjrung  in  öie  s:t)eorie  unö 
öen  Bau  öer  neueren  tDärmefraftmafd)inen  ((5asmafd)inen).  Don  Profeffor 
Dr.  Ridjarö  Dater.  2.  Auflage.  ITIit  34  Abbilöungen.  (Ilr.  21.) 
Will  3ntercffe  unö  Derftänönis  für  öie  immer  tDid)tiger  roeröcnöen  (5as=,  Petroleum»  unö 
Ben3inmafditnen  erroecfen.  ITadi  einem  einleitenöen  flbjdinitte  folgt  eine  tur3e  Befprediung 
öer  Derjdiieöenen  Betriebsmittel,  wie  Ceudjtgas,  Krnftgas  ujro.,  öer  Diertatt»  unö  3rDeitaft= 
roirfung,  tDoran  jid)  öann  öas  n)id)tigjte  über  öie  Bauarten  öer  (Bas=,  Ben3tn=,  Petroleum» 
unö  Spiritusmafdiinen  forote  eine  Darftellung  öes  IDärmemotors  patent  Diefel  anfdiliegt. 
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Hus  Itotur  unb  ©etjtestoclt. 

3eöcs  Bän6d)cn  gcl)eftet  1   Ttl!.,  gefdjmadDoIl  gebunöen  1   VHt.  25  Pfg. 

tOärmcfraftmafdjmen  (f.  a.  Dampf).  Heuere  5ortfd)ritte  auf  öcm 
(Bebtete  öer  tDärmefraftmafAtnen.  Don  Profeffor  Dr.  Rid)arö  Datcr. 
mit  48  flbbilöungen.    (Hr.  86.) 

®I)ne  öen  Streit,  ob  „CoFomobtle  ober  Sauggasmaidiine",  „Dampfturbine  ober 
(5ro6gasmaict|ine",  entfdieiöen  3U  niollen,  bef^anöelt  Derfafier  Sie  cinselnen  lllai(i)inen= 
gattungen  mit  Rü(fii(iit  auf  tf)re  Dorteile  unö  nad}teile,  toobei  im  3tDeiten  Zül  öer  Dcrfud) 
unternommen  ift,  eine  möglitfift  einfadie  unö  leidjtD^jtänöli^e  (Einfüljrung  in  bie  Ilieorie 
unb  öen  Bau  bet  Dampfturbine  ju  geben. 

tDaffer  f.  (Et)emte. 

tDcItotX  (f.  a.  flftronomie).  Der  Bau  6es  tDeltalls.  Don  profeffor 
Dr.  3-  Sd) einer.  2.  Auflage.  IHit  24  5igurcn  int  (Ecft  unö  auf  einer  ttafel. 
(ITr.  24.) 

stellt  nad)  einer  (Einfül)rung  in  öie  roirflidjen  Derliältniffe  Don  Raum  unb  3eit  im  IDeltall 
öar,  roie  bas  IDeltall  non  öer  (Eröe  aus  crjJieint,  erörtert  öen  inneren  Bau  öes  IDeltalls, 
ö.  I).  öie  Struftur  öer  ielbjtänöigen  f^immelstörper  unö  fdiliefelid)  bie  frage  über  bie  äußere 
Konftitution  öer  StEftemroelt. 

tDeIian?d}auung  (f.  a.  Kant;  inenfd)enlebcn ;  p!)iIofopl)ie;  IDeltproblem). 
Die  IDeltanfdjauungen  6er  großen  pi)iIofopf)en  öer  neu3eit.  Don  Profeffor 
Dr.  £.  Buffe.    3.  Huflage.    (Hr.  56.) 

tDill  mit  ben  beöeutenöften  (Erfdjeinungen  öer  neueren  pi)tlofopl)ie  betannt  madjen  unter 
Befdiräntung  auf  öie  Darfteltung  öer  großen  ftaijijciien  Stjfteme,  öie  es  ermöglid}t,  öie  be= 
f^errfdjenöcn  unö  d)araftertfti|d)en  ©runögeöanten  eines  jcöen  fdiarf  I)craus3uarbciten  unö 
fo  ein  möglicfift  Flares  ffiejamtbilö  ber  in  il)m  entt)altenen  IDeltanfdjauung  3U  entroerfen. 

rOcltStljer  f.  ntolefülc. 

tDeItI)ait6eI.  (Befd)id)te  öes  tDcItf)anöeIs.  Don  (!)bcrlcl}rer  Dr.  THaj 
(Beorg  S(f)miöt.     (ITr.  118.) 

(Eine  sufammenfaffenbe  Überfidjt  öer  (Entrotdelung  öes  Ijanbels  füF)rt  non  öem  Altertum  au 
über  öas  THittelalter,  in  öcm  Konftanttnopel,  feit  öen  Krcu33Ügen  Italien  unö  Dcut|d!lani> 
öen  U)eltt)erfef)r  bcijcrrfdien,  3ur  Rcuselt,  öie  mit  öer  fluffinöung  öes  Seewegs  nad)  3nöien 
unö  ber  (Entöectung  flmeritas  beginnt  unö  bis  3ur  (Begenroart,  in  öer  oud)  öer  öcutfdjc 
Kaufmann  nad)  öem  alten  l7anfaroort  „mein  5clö  ift  öie  tfelt"  öen  gan3en  (Eröball  erobert. 

tOeltproblem  (f.  a.  pi)iIofopI)ie;  tDeItanfrf)auung).  Das  IDeltproblem 
Don  pofitiDiftifd)em  Stanöpunfte  aus.  Don  prioatöosent  Dr.  3-  Pe^olöt. 
(Hr.  133.) 

Sudit  öie  (Bcfdiid)tc  öes  Iladiöenfens  über  öie  IDelt  als  eine  finnoolle  (Bcfdiidite  Don  Jrrtümern 
pfpdjologifd)  oerftänölid)  3U  mad)en  im  Dienfte  öer  Don  Sdjuppe,  IlXadi  unö  floenarius  Der= 
trctenen  flufdiauung,  öafe  es  feine  tPcIt  an  fid),  fonöeni  nur  eine  IDelt  für  uns  gibt.  Jfjrc 
(Elemente  finö  nid)t  Atome  oöor  foitftige  abfolute  (Ejiften3en,  fonöern  5arben=,  Ion»,  Drutf=, 
Raum=,  3eit=  uftD.  (Empfiitöutigen.  dro^öem  aber  finö  öie  Dinge  nid)t  blog  fubjctti»,  nidjt 
bloß  BetDufitfeiitserfdieinuugen,  Dielmef)r  muffen  öie  aus  jenen  (Empfinöuiigcn  3u(ammen= 
gefegten  Bcftanöteile  unfcrer  Umgebung  fortejiftierenö  geöadjt  toeröcn,  audi  toenn  mir  fie 
nid)t  mel)r  roafjrneljmen. 

tOettct.  IDinö  unö  tDetter.  5ünf  Dorträgc  über  öie  (Brunölagen  unö 
nii(i)tigercn  Aufgaben  öer  nTeteoroIogie.  Don  Profeffor  Dr.  £eonf).  IDcber. 
mit  27  Sigurcn  im  tEejt  unö  3  lEafcIn.     (Hr.  55.) 

Sdjilöert  bte  fjiftorifdien  IDur3cIn  öer  RTcteorologie,  iljre  pl)i)fifalifd)en  (Brunölagen  unö  ilfrc 
Bcöeutung  im  gefamten  (Bebictc  öes  IDiffens,  erörtert  öie  fjauptfädilidjften  Aufgaben,  öie  beni 
ausübenben  meteorologen  obliegen,  roie  bie  prahifd)e  Annienbung  in  ber  IDetteroor^erfage. 
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Atts  ttatur  unb  (Beifiestoelt. 

3cöes  Bänö(f|cn  gefjeftet   1   Xtll,   gefd^madooll   gebunöen   1   lUf.   25  Pfg. 


tX)trtfd)aftsgefd)td)te  (j.a.flmcrita;  €ifenbaf)ncn;  (Englanö;  (Beograpljie; 
t}anötDer!;  3apan;  Rom;  Sosialc  Betoegungen;  Dcr!ef)rscnttDicfIung).  Die 
(Fnttöirflung  öes  öcutfdjcn  lDirtfd)aftsIebens  im  19.  3a!)rbunöcrt.  Don 
Profeffor  Dr.  C.  pof)Ie.     (Ilr.  57.) 

(Bibt  in  gcörängter  5orin  einen  Überblitf  über  bic  getoaltigc  Umroälsung,  öie  5ie  öeutfdje 
üolfsniirtidiaft  im  legten  3af)ri)unöcrt  öurdigemadit  bat:  6te  Ümgeftaltung  öer  £anötDirtirf!aft; 
ote  tage  von  f^anöroert  unö  Ijausinöuftric;  öie  (Entjteljung  öer  ffiroßinöuitrie  mit  iljren  Be= 
yleiterfdieinungen;  KartcIIberoegung  unö  Arbeiterfrage;  öie  Umgejtaltung  öcs  Deriefjrstncjens 
unb  öie  IDanblungen  auf  bem  ®cbiete  öes  J^anöels. 

Deutfd)es  IDtrtfd)aftsIcben.  Auf  geograpf)ifd)ei'  (Brunölage  gefd^itberi 


Don  Profeffor  Dr.  dljr.  (Bruber.  Iteubearbettet  Don  Dr.  £)ans  Reinlein. 
2.  Auflage.     (Hr.  42.) 

Beabjiditigt,  ein  grünölidjes  Derftänbnis  füröen  |iegf)aften  fluffdiroung  unferes  rDirtfdjaft» 
lidien  Cebens  feit  ber  IDieöeraufrtditung  öes  Reidis  tjerbeisufüljren  unö  öarjulegen,  inroieroeit 
jidl  proöuttion  unö  Der!el)rsberDegung  auf  öie  natürlidien  ©elegenljeiten,  öie  geograpI)ifd)en 
Oor3Üge  unjeres  Daterlanöes  jtü^en  tonnen  unö  in  il)nen  iidjer  ocranfert  liegen. 

rDirtfd)aftIid)e  (Erbfunöe.  Don  profeffor  Dr.  €Iir.  (Bruber.  (llr.122.) 

tDill  öie  uriprünglidjen  3ufammenl)änge  stDijdjen  öer  natürlidien  flusftattung  öer  einzelnen 
Cänöer  unö  ber  toirtidiaftlidien  Kraftäu^erung  iijrer  Beroofjner  flar  macfien  unb  bas  Der= 
jtänbnis  für  öie  tDaf)re  nXaditftellung  öer  einseinen  Dölfer  unö  Staaten  eröffnen.  Das  IDelt» 
meer  als  E^odiftrage  öes  rDeIttDirt(diaftsDertef)rs  unö  als  Quelle  ber  Döltergröße,  —  öie 
Canömofjen  als  Sdjaupla^  alles  Kulturlebens  unb  öer  IDeltproöuftion,  —  Europa  nad)  feiner 
roirtfdiaftsgeograpijiidien  Deranlagung  unö  Beöeutung,  —  öie  ein3elnen  Kulturftaaten  nad) 
ifjrer  roinidiaftlidjen  (Entfaltung:  all  öics  roirö  in  anjdiaulid)er  unö  gro63Ügiger  EDeife 
Dorgefübn. 

Zoologie  f.  flmeifen;  (Eierleben. 


Überftd)!  nadj  öcn  Tutoren. 


Abel,  dijcmie  in  Küdje  unö  Ijaus. 
abelsöorff,  Das  fluge. 
fl't)rens,  IlTatljematildie  Spiele. 
flItoi)oltsmus,  öer,    feine  IPirfungen 

unö  feine  Belämpfung.    3  Bänöe. 
flu  erb  ad),    Die   ©runöbegriffe  öer  mo» 

öernen  Ilaturlefire. 
BoDind,  (Exiorjdiung  unö  fünjtlidie  f)er= 

ftcUung  öet  Stoffe  öes  Pflan3en=  unb 

Hierreidis. 
Bieöermann,  Die  tedjnifdje  (Enttoidl.  öer 

(Eifenbaf)nen  öer  (Begentoart. 
Biernadi,  Die  moberne  i^eilroijjenjdiaft. 
Blau,  Das  Automobil. 
Blod),  Die  ftänöiidien  u.  (o3iaIen  Kämpfe. 
Blodjmann,    £uft,    IDaJier,    £idit    unö 

tDärme. 
—  ©runölagen  öer  (Eleftrotedinif. 
Boe{)mer,  3e)iiiten. 
B  0  e  [)  m  e  r ,  £utf)er  im  £id)te  öer  neueren 

Sorfdjungen. 
Bongaröt,  Die  ITaturmiifenfdiaften  int 

t7ausl)alt.    2  Bänöd^en. 
Bonf)off,  Jsfus  unö  feine  Scitgenoffen. 
Börnftein,  Die  £ei)re  Don  ber  n?ärme. 
Börnftcin  unö  ntardroalö,  Siditbare 

unö  unjidttbare  Straijlen. 


öer 
(Dor= 


Braajd),  Religiöfe  Strömungen. 

B ruinier,  Das  öeutfdje  Dolfslieö. 

Bruns,  Die  Poft. 

—  Die  ielcgrapi)ie. 

Brüfd),     Die    Beleudjtungsarten 

©egencDart 
Budigetoerbe   unö   öie   Kultur. 

träge  tjon:  5ode,  fjermeltnt,  Kau^fd), 

IDäntig,  IDitforosti  unb  IDuttfe.) 
B  u  d)  n  e  r,  8  Dorträge  aus  öer  ® ejunbljeits= 

Iel]re. 
Burgerftein,  Sdiultjpgiene. 
Bürtner,  Kunftpflege  in  Ijaus  u.  t^eimat. 
Bujfe,  tDeltanfdiaaung.  ö.  gr.  pijiloiopt). 
©oiin,  5üiirenöe  Deuter. 
(Eran^,  Aritf)metit  unö  Algebra.  I. 
Daenell,    ©efdjidite    öer    Der.    Staaten 

Don  Amerita. 
D.  D  u  t)  n ,  Pompeji. 
(Edftein,   Der   Kampf    stnifdien    ITTenfd) 

unö  tEier. 
(Erbe,  ijift.  Stäötebilber  aus  fiollanb  U::& 

nieöeröcutidilanö. 
5lügel,  fjcrbarts  £ef)ren  unö  Ziben. 
5ran3,  Der  TTtonö. 
5 red),  Aus  öer  Dor3eit  öer  (Erbe. 
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AUS  Itatur  unb  (5 eistest» cit. 

3cöcs  Bänödien  geheftet  1  HI!.,  gefd)mac!DoII  gebunöen  1  ITIf.  25  Pfg. 


5  r  e n  ^  e I ,  (Ernäljr. u.DoItsitaf)rungsmittcL 
;Srieö,  Die  mobcme  Jriebensbeiregung. 
(5  e f  f  et  c  n ,  fl.  ö.  IDeröeseit  ö.  (EI)ri|tentums. 
®  erb  er,  Die  ntenjdilidje  Stimme. 
®ie|ebredit,      Die      (SninÖ3Üge      5er 

tsraelitifdjen  Religionsgetditdite. 
(Biefenl)agen,  Unjere  tDidjtigjten  Kultur» 

pflanjen. 
(Bijetiius,    IDeröen    unö   Oergeljen    öer 

Pflanjen. 
©  0 1  ö  f  d)  m  i  ö  t,  Die  tEierroelt  ö.  Tllitroltops. 
(5rae§,  Cidjt  unö  5arben. 
(Staut,  (Bita\iaü\d\i  Kunjt. 
©ruber,  Deutjdies  tDirtjd^aftsIeben. 
©ruber,  tDirtjiitaftlidie  (Eröfunbe. 
©untrer, Das  3eitalter  öer  (Entöcdungen. 
£)al)n.  Die  <Eiienbat)nen. 
D.  f}anjemann,  Der  Aberglaube  tn  ber 

inebi3in. 
J)artrDig,  Das  Stereo(!op. 
Fjaiiert,  Die  polarforjdiung. 
I^aifert,  Die  beutjdien  Stäöte. 
£)aus!)ofer,  BeDÖlterungslcbre. 
t^ausratl),  Der  beutjdje  tt^alb. 
I7etgel,   politijdie   l7auptitrömungen   in 

(Europa  im  19.  3al)rl). 
f^eil,  D. Stäöte  u.  Bürger  im  IHittelaltcr. 
t^eilborn.  Die  beutjdjen  Kolonien.  {£anö 

unb  £eute.) 
f^eilborn,  Der  DTenld). 
fjennig,     (Einfüljrung     in    öas    tDejen 

ber  mujif. 
t)  e  n  n  i  n  g  s ,  tliertunbe.    dine  (Einfül)rung 

in  bie  3ooIogie. 
fjenjel,  Roujjeau. 

I)e?ie,flb|tammungsIe^reu.DanDinismus. 
£)Ubrid),    Deutfdjes     5üt[tentum     unb 

öeutfdies  Derfaftungsmeien. 
3  a  n  f  0  n ,  ITIeeresfor  jdiung  u.  IHeeresIeben. 
Jlberg,  ©eiftesfrantl)eiten. 
Kaupe,  Der  Säugling. 
Kaugjd),  Die  beutfdie  3lIuftration. 
Kirdiijoff,  IHenld)  unb  (Erbe. 
Kirn,  Die  jittlidien  £ebensan(diauungen 

öer  (Begenroart. 
Knabe,  ©eidiidite  b.  beut(d).  Scbulroefens. 
Knauer,   Sroiegeftalt  ber  ©eidilediter  in 

ber  tliertDelt. 
Knauer,  Die  flmeijen. 
Kolller,  ITloöerne  Redjtsprobleme. 
Kraepelin,  Die  Be3iel)ungen  öer  üiere 

3ueinanöer. 
Krebs,  tjaijön,  ino3art,  Beetl)or)en. 
Kreibig,  Die  fünf  Sinne  öcs  irtcnicl)cn. 
Külpe,  Die  pi)iIofopl)ie  öer  ©egcntoart. 
Külpe,  Immanuel  Kant. 
Küfter,  Dermeljrung  unö  Sexualität  bei 

öen  Pflanscn. 
Kutjpers,  Doltsldjule  unb  £cl)rerbilöung 
ber  Der.  Staaten. 


£angenbed,  (Englanbs  IDeltmadit 
£augl)lin,     Aus    bem     amerifanif(^en 

IDirtfdiaftsleben. 
£aunbarbt,flm  lauf enö. IDeb jtulil ö. 3ei t. 
£eict,  Kranfenpflege. 
£oening,  ffirunö3Üge  öer  Oerfaffung  öes 

Deutjdtien  Reidjes. 
£o§.  Derlei) rsentroicflung  in  Deutfdjianb 

1800-1900. 
£u{diin  Don  (Ebengreutl),  Die  RTünse. 
IRaas,  £ebensbebingungen  öer  (liere. 
llt  a  i  er ,  Sojiale  Beroegungen  u.  ÜFjeorien. 
oon  nTal^al)n,  Der  Seetrieg. 
ITtanes,  ffirunb3Üge  ö.  Derjidjerungsoief. 
ITtaennel,  Dom  £7ilfs|(iiultDeien. 
IRar  tin,Diel)öli.IRäö(iienfdiuIetnDtfd!lö. 
m  a  1 1 1)  a  e  i ,  Deutjdje  Bautunft  i.  IRittelalt. 
Rletilliorn,  H)al)rl)eit  unö  Did}tung  im 

Ceben  Je^u. 
ITlenf  el,  Bilöer  aus  öer  Jngenieurtedinit. 
ITTerdcl,    Sdiöpfungen    öer    3ngenieur= 

tedjnit  ber  neu3cit. 
ITTeringer,  Das  öeutjdje  Ijaus  unö  fein 

ffausxat. 
ITtie,  rriolctüle  —  Atome  —  IDcttätljer. 
ITtielje,  Die  (Erl(iieinungen  öes  £ebens. 
ITtöller,    Deutjdics   Ringen    nad»   Kraft 

unb  S(J)önlieit.    2  Bänbe. 
m ü II e r ,  (ledinildje  IjodiJdiulen  oon norJ>= 

ameriia. 
Don  Regelein,  ffierm.  int)tl)ologie. 
{Dppenl)eim,  Das  aftronomiidje  VOdU 

btlb  im  IDaiiöel  öer  3eit. 
(Dtto,  Das  öeutfdje  t^anöroerf. 
(Dtto,  Deutidjes  Srauenlcben. 
Pabjt,  Die  Knabenl)anöarbeit. 
Paul  Jen,  Das  öeutfdie  Bilbungsmefen. 
Pcterfen,  fflffentlidje  ^ürforge  für  bie 

Ijilfsbeöürftige  3u9enb. 
Pe^olöt,  Das  IDeltproblem. 
Pfanntudie,  Religion  u.  IlatunDifienidt. 
pifdiel,  £eben  unö  £el)re  öes  Buööl)a. 
pol)le,  (EnttDidlung  öes  öeutfdicn  IDirt» 

jdiaftslebens  im  19.  3<ii)rl)U"i'«rt- 
Don  portugall,  5rieöridi  Sröbel. 
Pott,   Der  ttej-t   bes  Reuen  tTeitaments 

nad)  feiner  gciditditl.  (EntiDidlung. 
Rand,    Kulturgejdjidite     öes     öeutjdien 

Baueml)aufes. 
Ratljgen,  Die  3apaner. 
Reljmfe,  Die  Seele  öes  RTentdien. 
R  e u  t  a  u  f ,  Die PflanBenmelt  ö.  ITItf roflops. 
Ridjert,  (Einfüljrung  in  öie  pijiloiopfjic. 
Ridiert,  Sdiopciiljaucr. 
Rietjd),  ffirunölagen  öer  tEontunft 
Don  Roljr,  (Dptijdjc  3nftrumcnte. 
Sad;s,  Bau  unö  aätig(eitöesmenid)lid}en 

Körpers. 
Sdjeffer,  Das  Ulilroflop. 
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Sd}ciö,  Die  IHetalle. 
Sdjetner,  Der  Bau  bes  IDeltalls. 
Sdiirmadicr,  Die  mob.  ^raucnbcroegung. 
Sdimibt,  fficfd).  bes  tDeltfjanöels. 
Sd)  üb  ring,  Rembranöt. 
Sdjumburg,  Die  Suberfulofe. 
Sd)tBemer,  Rejtauration  unb  Reoolution. 
S  d)  tD  e  m  e  r ,  Die  Reaktion  u.  bie  neue  Ära. 
Sd)n)emer,  Dom  Bunb  3um  Reid). 
Step  er,  Sljafelpeare. 
Don  Soöen,  paläftina. 
ronSotI)en,  D. KriegstDefen  i.  19. 3al!rl). 
Spiro,  ®e(d)id5te  ber  IRujif. 
Stein,  Die  Anfänge  ber  menfdil.  Kultur. 
Stein  Ijaujen,  ©ermanifdie  Kultur  in  ber 

Ur3eit. 
S  t  i  d)  e  r,  <Eine(5efunbI)eitslef)re  für  5rauen. 
(Eeidimann,  Der  Befrud)tungsDorgang. 
(ietDS,  Sdiulfämpfe  ber  (Begenroart. 
E  e  tD  s ,  ITtob.  (Er3ief)ung  in  f)  aus  u.  Sdjule. 
JEijteB,  Deutfdie  Sdjiffaljrt. 
Jlljurn,  Die  5untentelegrapf)ie. 
(Eobler,  Kolonialbotantf. 
doltsöorf,  ffieroerblidjer  Redjtsjdjuö  in 

Deutidjlanb. 
Ufjl,  (Entftel).  u.  (EntiDidL  unf.  mutterjpr. 
Unger,  lUic  ein  Bud)  entfielt. 
llnolb,  Aufgab. u.3iele  b.ITtenjdjenlebens. 


D  a  t  e  r ,  üfjcorie  u.Bau  ber  neueren  Wärme- 
froftmaldiincn.  —  Die  neueren  5ort- 
fd^ritte  auf  bem  (Bebiete  ber  tDärmetroft» 
mafdiinen.  —  Dampf  u.  Dampfmafdjinc. 

DertDorn,  IRedianit  bes  (Beifteslebens. 

Doges,  Der  fflbitbau. 

Dolbelir,  Bau  u.Cebenö.bilbcnbenKunjt. 

IDaf)rmunö,  (£f)e  unb  (Efjeredit 

IDeber,  IDinb  unb  IDctter. 

IDeber,  Don  £utf)er  3U  Bismard.  2Bbdi. 

U)  e  b  b  i  n  g ,  (Eiieniiüttenroeicn. 

IDeinel,  Die  (SIeid)ni|fe  jefu. 

tDetje,  Sdirift=  unb  Bud)tDefcn  in  alter 
unb  neuer  3eit. 

IDeifc,  Die  b.  üolfsltämme  u.  Canbfd]aft. 

IDieler,  Kaffee,  dee,  Katao  unb  bie 
übrigen  narfotifdien  flufguögetränfe. 

IDilbranbt,  Die  Frauenarbeit. 

IDislicenus,  Der  Kalenber. 

IDit!otDsfi,Das  b.Drama  b.  XTX.3tt^r!}. 

IDuftmann,  fllbredit  Dürer. 

3ad)arias,  Sü^tDatlerplanfton. 

3  a  n  b  e  r,  nerDenipjtem.  —  Ceibesübungen. 

3tebartl),  Kulturbilber  aus  griediifdien 
Stäbten. 

3  i  e  g  l  e  r ,  flllgem.  Päbagogit.  —  Sdiillcr. 

D.  3roiebined  =  Süöenf)orft,  Arbeiter» 
fcf)u§  unb  Arbeiterrerfidierung. 


(Es  löeröen  folgen: 


Alt,  pf;i)|if  ber  Kälte. 

Anbreae,    (Einleitung    in    bie    toiffen^ 

jdiaftlidie  päbagogif. 
Anfelmino,  Das  IDajfer. 
Arnbt,    Deutfdjlanbs   Stellung   in   ber 

XDeltroirtjdjaft. 
A  u  l)  a  g  c  n ,  AgrarpoIittfd|e  Scttfragen. 
Batfljaus,  Die  Itlildj. 
Barbeleben,  Die  menf^Iidje  Anatomie. 
Benbir,  6elbmartt. 
Bitterauf,  Die  franj.  Reoolution. 

—  Itapoleon  unb  feine  3eit. 

—  5rieöridi  ber  ©ro^e. 
Bod,  3eitmejfcr. 

Börfel,  Die  beutfdje  Dolfsfagc. 
Branbenburger,  Deutfdjlanb  u.  polen 

in  if)reii  gefdiidjtlidjen  Be3icl)ungen. 
Braun,  (Etljit. 

Brid,  ielegrapljie  unb  Sernfprediioefen. 
Budjta,  ©eidjidite  ber  Cljemie. 
Bui)l,  Kultur  bes  3slams. 
Claafen,  Deutfd)e  Canbtoirtfdiaft. 
(Eornils,   (tinfüljrung  in  bas  Stubium 

ber  ilfieologie. 
Dä^nliarbt,  Das  ITtärdien. 
D  t  p p  e ,  Die  f^tigicne  bes  täglidfen  £ebens. 
Doren,  Die  fjanfa  unb  bie  (Enttoidelung 

öer  bcutfdien  Seemadit. 


(Edert,  Kolonialpolitif. 

(EnbcII,  Stäbtebau. 

fehler.    Die    neueren    Jortfc^ritte   ber 

(IFfirurgie. 
5i*(ner,  Allgemeine  Dölferfunbe. 
Si:ante,  Sejdiidite  bes  beutfdjen  (5efüf)ls. 
5 rieb,  internationales  £eben  ber  ffiegen= 

roart. 
5riebrid),  Die  toirtfc^aftlidien  Derl)ält= 

nifje  Afiens. 
5rt§,  Das  moberne  Doltsbilbungsroefen. 
ffiaeljbe,  Das  dfjeater. 
(Baupp,  Kinberpfi}d)ologic. 
ffiefffen,  ffirunbsüge  bes  Dölterredits. 
(Braul,  Die  (Entroidelung   ber  beutfdien 

ITtalerei  im  19.  3af)rf)unbert. 
(5ut3eit,  Die  Bafterien. 
Fj  a  e  n  b  f  e ,  Die  beutfd)e  Kunft  im  täglidien 

£eben. 
l^aguenin,  J^auptftrömungen  ber  fran» 

30}{fdien  Literatur. 
V.  Vi  alle,  Prüfte  unb  Kartelle. 
Ijeinrici,    Redjt    unb    Redjtspflege    in 

Deutfdilanb. 
FjelliDig,  Derbredien  unb  Aberglaube. 
l7offmann,  Die  curopäifdien  Spradjen. 
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3acob,   (Einleitung  in  öas  Stubium  ber 

6efdiiditc. 
3ae|d!fe,  Dante. 
3I)ering,  IDafferfraftmafcliinen. 
3iric3ef,  fficjdiidjte  ber  engt.  Didttung. 
3{tcl,    Die    mujifaliidie    Romantif    in 

t>eutfd)Ianb. 

—  Das  Kunftroert  IDagners. 

Kaljle,  3bicn,  Bjönijon  unb  iljre  Seit» 

genoffen. 
Kautifci),  Die  Krebsfranft)eit. 
Knabe,    Das    beutfci^e   Sdiulroefen    ber 

ffiegenroart. 
Kötjler,  fluftlärung. 
Krumm,  Das  Drama. 
Kül)ne,  ©efdjidjte  ber  Sretf^citstriege. 
Kümmel,  pfjotodiemie. 
Campert,  IDelt  ber  Organismen. 
Canbauer,  Jlalmub. 
Canbsberg,  Biologie. 
Cetjmann,  int)ftit. 

—  Die  tierifdje  Jorm  in  Be3iel)ung  3ur 
£ebensnjeife  ber  tCiere. 

Celjmann  =  t7aupt,    Die    babtjlonifdje 
Kultur. 

—  Sdjliemanns  Ausgrabungen. 
£el)ner,  Römifdie  Kultur  in  Deutfdjlanb. 
Cef  er,  Börfe  unb  Börfengefdiäfte. 
Ciebmann,  Klein»  unb  Straßenbalinen. 
Couis,  £if3t  unb  BerIio3. 

£i)on,  (Etijfüljrung  in  bie  beutfdje Spradi= 

unb  £iteratur=5ortd)ung. 
IHaas,    Die    geiftige    (Enttotdelung    bes 

Kinbes. 
"iTlarcufe,  praftifdie  I^immelsfunbe. 
rHattljäi,   Die   beutfdje   Baufunft   nom 

15.  3af)i"l)unbert  bis  3ur  ©egentnart. 
map,  (Dcfieinsbilbenbe  liere. 
ITtaper,  (Defdiidite  bes  roefteuropäif djen 

Beamtentums. 
inen3cr,  Ö5runb3üge  ber  flft[)etit. 
nteper.    Der    Krieg    im    3eitalter    bes 

Derfel)rs. 

—  Das  Reue  Seftament. 

!Tlet)cr,  R.  ITI.,  ncu3eitli<i)e  RTeifter  ber 

IDeltliteratur. 
mielte,  Das  beutfdie  Dorf. 
IRoIItDO,    Die  beutfdjen  (Erroerbsgefell» 

jdiaften. 
(Horgcnrott),  Die  Statiftit. 
nXoft,  Die  Boben=  unb  tt)ol)nungsfragc. 
IRüIIer,  lUettjoben  ber  pi)i)fioIogie. 

—  Die  djemifdie  3nöuftrie. 
Ratorp,  peftalo33i. 

Reurati},  flntile  JDirtfdiaftsacfdiidite. 
®l)r,  Staat  unb  Kircfie  im  IRittclalter. 
ffl  p  p  e  n  i)  c  i  m ,  Die  Probleme  ber  neueren 

flftronomic. 
Peter,  Die  Planeten. 


Pöfdiel,  Die  £uftfd)iffal)rt. 
Potonje,  niorpl)oloqtc  ber  Pflanjen. 
R  e  f)  m ,  Deutfdje  Doltsf  efte  unb  Doltsfittcn. 
Riemann,     ©efdjidite     bes     beutfdieii 

Romans. 
Rofin,  I7er3,  Blutgefäße,  Blut  unb  bercr. 

(Ertranfungen. 
Salomon,  Die  politifdie  unb  tulturello 

(Entroictelung  Rufelaiibs. 
Saenger,  Das  englifdie  Kulturleben  bei 

ffiegentoart. 
V.  Scala,    Die    (EnttDidelung    bes   grie= 

diifdien  Doltes. 
Sd^eibe,  Die  IRinerale. 
S  dreier,  (Ertenntntsleljre. 
Sdimibt;  Bebeutung  ber  Seemadjt  in  ber 

neueren  ©efdiidjte. 
Sd)öne,  politifdie  ®eograpI)ie. 
Sdiul3,  flntitc  rDirtjdiaft,  Zeätn'ä  unb 

Kultur. 
S  d)  ro  a  r  3 ,  Allgemeine  5inan3DeriDaltung. 
Sieger,  Der  moberne  Begriff  ber  Ration. 
Solmfen,    Die    rufftfdje    £itcratur   bes 

19.  3al)rl)unberts. 
Spiro,  Antttes  £eben  im  £{ebe.„ 
Steinborf,  Kultur  bes  alten  Ägyptens. 
Steinmann,  Die  iEis3eit  unb  ber  ur= 

gefdjiditlidje  nienfdi. 
Stöder,    Die    $rau    unb    öie   moöerne 

Kultur. 
Strauß,  ITtiehredit. 
üljieß,  Seitungsroefen. 
2 1)  u  m  b ,  Die  Dölter  ber  Balfanljalblnfel. 
tEroeltfd),  (Einfüljrung  in  bie  Arbeiter» 

frage. 
Irömncr,  Suggeftion  unb  I^ppnotismus. 
lErüper,  Die  (I!)arafterfel)ler  im  Kinöes= 

unb  3u9enbalter. 
Überfdiaer,  Die  beutfdje  3oIlpoIittf. 
Dater,  Ejebe3cuge. 
Difdjer,  Paulus. 
Dogt,  Deutfdjes  Dogelleben. 
Dollers,  IPchreüg^onen. 
IDal  3  cl,®efdiiditcberbcutfdien  Romantif. 
IDeber,   Probleme  ber  großinbuftriellen 

(Entroitfelung. 
nJcinftein,   €ntfteliung   ber  HJelt  utib 

ber  4rbe. 
IDentfdier,  ffioetljes  IPelt«  unb  £ebens= 

anfdiauung. 
IPcntfdier,    6efd)idite    unb   Kritil  bes 

niatcrialismus. 
U) er ni de,  Anftcdcnbc  DoUsfranf^eltcii. 
IDicöenfelb,  Derfct)rscDcfen. 
—  Die  Sceljäfcn  bes  ll>eUpcrfel)rs. 
IPobbcrmin,  IDejon  unb  U>at)rl)eit  bc  • 

Religion. 
öurStraßen,  Seelenleben  ber  (E'«re. 
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DIE  KULTUR  DER  GEGENWART 

IHRE  ENTWICKLUNG  UND  IHRE  ZIELE 

HERAUSGEGEBEN  VON  PROF.  PAUL  HiNf^EBERG 

In  4  Teilen.    Lex,-8.    Jeder  Teil  zerfällt  in  einzelne  inhaltlich  voll- 
■^  lindig  in  sich  abgeschlossene  u.  einzeln  käufliche  Bände  (Abteiinngen). 

jJie  „Kultur  der  Gegenwart"  soll  eine  systematisch  aufgebaute,  geschicht- 
lich begründete  GeBamtdarstellung  unserer  heutigen  Kultur  darbieten, 
indem  sie  die  Fundamentalergebnisse  der  einzelneu  Kulturgebiete  nach 
Ibret  Bedeiatung  für  die  gesamte  Kultur  der  Gegenwart  und  für  deren 
Weiterentwicklung  in  großen  Zügen  zur  Darstellung  bringt.  Das  Werk 
vereanigt  eine  Zahl  erster  Namen  aus  allen  Gebieten  der  Wissenschaft; 
und; Praxis  und  bietet  Darstellungen  der  einzelnen  Gebieti  Jeweils  aus 
der  Feder  des  dazu  Berufensten  in  gemeinverständlicher,  künstlerisch 
gewählter  Sprache  auf  knappstem  Räume. 

Teil  I:  Die  geisteswissenschaftlichen  Kulturgebiete.   I.  Hälfte. 

Religion  und  Philosophie,  Literatur,  Musik  und  Kunst  mit  vorangehender 
Einleitung  zu  dem  Gesamtwerk. 


aH  i. 


der 


Sie    aUgemeineu    Grtmdlageii 

Knltur  der  Gegenwart. 
Abt.  8.    Aufgaben  und  Methode  der  Geistes- 

wiseenacliaften. 
Abfk  3.    Außerchristliche  Beligionen. 
Abt  4.    Die   christliche  Beligiou   mit   Ein- 

,   -;':,-     gelüuB  der  i8raelit.-jüd.  Religion. 
Abt.  S-i    AUgem.  Geschichte  der  Philoeophie 
Abt.  ff.    Systematische  Phüosophie. 
AW.  7..    Die  orientalischen  Literatmen. 
AbV,'8.    Die    griecbischo     und    lateinische 

Literatur  und  Bpmche. 


Abt  9.  Die  (Mtenxopftischen  Literaturen 
und  die  slawischen  Sprachen. 

Abt.  10  Die  deutsche  Literatur  und  Sprache 
Allgemeine   Literaturwissenschaft 

Abt.  11.  Die  romanische  und  englische  Lite- 
ratur und  Sprache. 

Abt.  12.    Di©  Musik. 

Abt.  12.  Die  orientalische  Kunst.  Die  euro- 
päische Kunst  des  Altertums. 

Abt.  14.  X)ie  etiropäische  Kunst  des  Mittel- 
alters tmd  der  Neuzeit  AUgemeiae 
Kunstwissenschaft. 


Abt.   6,    System    der    Staats-    und   Gesull- 

•chaftswissenschaft. 
Abt.    7.    Allgemeine  Btchtsgesohichte. 
Abt.    8.    Systematische    Eeclitswissenschaft 
Abt.    9.    Allgenieine  Wirtschaftsgeschichte. 
Abt.  10.    System   der  Volkswirtschaftslehre 


Teil  II:  Die  geisteswissenschaftlichen  Kulturgebiete.  2.  Hälfte. 

ßft^  und  Gesellschaft,  Recht  und  Wirtschaft. 

Abt;  1>    Völker-,  Länder- und  Staatehkunde. 

Abti  8.    Allgemeine  Verfassungs-  und  Ver- 

waltungsgeschichte 

'  A£^  ft.    Staat  und  Gesellschaft  des  Orients. 

_Afefc:4«    Staat  und  Gcsellechuft  Europas  im 

'   ''.        Altertum  und  Mittelalter. 

Abt.  6.    Staat  und  Gesellschaft  Europas  und 

Amerikas  in  der  Neuzeit. 

'eil  III:  Die  naturwissenschaftlichen  KulturgebJote.  Mathematik, 

:iorganische  und  organische  Naturwissenschaften,  Medi;.iü, 

eil  IV:  Die  technischen  Kulturgebiete..  Bautachnik,  Maschinen 

cunik,  industrielle  T^'^h^vV    i?rdwirt''ohaftliche  T-' ■'""^''■'  'HoTiy!'^!''-  ■"   ■ 
'yrkehrstechnik, 


ProLeheft  und  Spezial-Prospekte  ^^^^  ^^  en^zeinen 

—  .     I  ■     '  teilungen  (mit  Auszog 

-  'iem  Vorwort  des  Herausgebers,  der  Inhaltsübersicht  des  Gesamt 
ikes,  dem  Autoren -Verzeichnis  und  mit  Probestücken  auB  de< 
■iike)  werden  auf  Wunsch  umsonst  u.  postfrei  vom  Verlag  versandj 


Von  Teil  I  und  11  sind  erschienen: 
ül  I,  Abt.  1:    Die   allgemeinen  Grundlagen    der   Kultur    der   Gegt 

■"  •!  1 1 :  Das  "Wesen  dar  Kultur :  W.  Jj e x i  s.  —  Das  moderne  Bildungswesen :  Fr.  P 

»vichtigsten  BildungsmitteL    A.  Schulen und  Hochschulen.     Das  Volksscli 

öppa.     Das   höhere   Knabenschulwesen :    A,   Matthias.     Das   höhere    "' 

aen:  H.  Gaudig,    Das  Fach-  und  Fortbildnngsschulwesen:  G.  Kerschens 

nteswissenschaftliche  Hochschulausbildung:    Fr.  Faulsen.     Die  uaturwiss 

'    ohachulausbildnng :  W.  v.  Dyck.    B.  Museen.    Kunst-  tmd Kunstgewerbe 

lat.    Naturwissenschaftlich-technische  Museen:  K.  Kraepelin.    C.  Aussti 

und  Kunstgewerbe-Ausstelluusen :  J.  Les&ing.     NaturwieseusohaftUcli-te 

l:uugen;   0  N.  Witt.   D    Die  Musik:  G.  Göh  ler.   E.  Das  Theater:  P.  Seh  i 

:  Zfitungs-weeen:   K,  Bücher.     G.  Das  Buch:   R.  Pietschmann.     H.  Dt; 

:   F.  Milkau.  —  Die  Organisation  der  Wissenschaft:    H.  Diel«     [XV  n 

j'roj«  geh.  J(.  16. — ,  in  Lein vy and  geb   M  18. — 

Abt.  3,1:  Die  orientalischen  Religionen,    inhait:  Die  Anfangs 

und  die  Religion  der  primitiven  Völker:  Ed.  Lehmann.  —  Die  ägyptische 
.1  an     -   Oie  asiatischen  Religionen:  Diebabylonlsch-assyriecbb Religion :  C    ' 
indische  Religion:  H.  Oldenberg.  —  Die  Irauische  Religion:  H.  Oidoi. 
'iligion   des  Islams:  J.  Goldziher.  —  Per  Lamaismua:  A.  Grünwed> 
ojigioa  der  Chinesen:  J.  J.  M.  de  Groot.  —  Die  Religion  der  Japaner:   a)  Der  ^ 
,as:   K.  Florenz,   b)  Der  Bnddhismns:   H.  Haas.     [VII  u.  267  S.]     1906.     Vv 
',   7. — ,  ia  Leinwand  geb.  Ji  9.— 

eil  I,  Abt.  4:-  Die  christliche  Religion  mit  Einschluß  der  israelitisch-ju. 

<l<lligion.  Inhalt:  Die  israelitisch-jüdische  Religion ;  J.  Wellhaneen.  —  Die 
o»u  und  die  Anfänge  des  Christentums  bis  zum  Nicaenum  (325) :  A.  Jälicher 
.yd  Staat  bis  zur  Orttndung  der  Staatskirche:  A.  Harnack.  —  6riechiach-o: 
Ijisteutum  und  Kirche  in  Mittelalter  und  Neuzeit:  N.  Bonwetscb.  —  Christel 
.rohe  Westeuropas  im  Mittelalter:  K.  Müller.  —  Katholisches  Christentum  lu:  i 
1  der  Neuzeit:  T.  X.  Funk.  Protestantisches  Christentum  and  Kirche  in  d>r 
.  Troeltsch  —  Wesen  der  Religion  und  der  Religionswissenschaft:  E.  Troei 
K-ristUch-katholische  Do<?iuatik-  J.  l'ohle  —  Christlich-katholische  Ethik:  J 
ach.  —  Christlich-katholische  praktische  Theologie:  C  Krieg.  —  Christlich-pr  . 
jfche  Dogmatik:  W.  Herrmann.  —  Christlich-protestantische  Ethik:  R.  Seebe. 
'bxistUch-protestantiache  praktische  Theologie:  W  Faber  —  Die  Zukunftsaufgal 
Kojigion  und  die  Eeligion« Wissenschaft:  H.  J.  Holtzmann.  fXI  u.  752  S]  1906 
geh.  Ji  16. — ,  in  Leinwand  geb.  Jl.  18.—  Auch  In  S'Hälfton.  i  Geschichte  d.  ■ 
Uohen  Religion,  geh.  ^ä:  9  60,  geb.  J(  11  —  8  Systematisoh-christlicho  Thaolo. 
Ä,6.60,  geb.  Ji  8,-~-  ■ 

iiil  I,  Abt.  5:  Allgemeine  Geschichte  der  Philosophie,  inhait:  DieA 

lilosophle  und  die  Philosopiiie  der  primitiven  Völker:  W  Wandt.  —  Die  on 
-'irilüBOphie  des  Altertutne,  Mittelalters  und  der  Neuzeit.  Indische  PJiil'i 
Mdenberg.  —  Semitische  Philosophie:  X  Qoldzihor.  —  CUineslsche  V'. 
:'.  Grub«.  —  Japanische  Philosophie:  .Tnouye.  —  Die  europäische  Philosoph 
ü»:  H.  r.  Arnim.  Mittelalter:  Cl.  Baeumker.  Neuzeit:  W  Win.l 
i.  25  Bogen.]    Preis  geii.  ca.  JC  B. — ,  in  Leinw.  geb.  oa.  JC  10. — 

"»ill,  Abt.  6:  Systematische  Philosophie.  Inhalt:  Das  Wesen  der  Phi 
■*;  Dilthey.  —  Logik  und  ICrkuuntuisthoorie:  A.  Riehl.  —  Metaphysik:  "W  Vi 
Vi,turpliilo30phie:   "W.  Ostwald.    —   Psychologie:   H.  Ebbinghans    —  Philo s 

'fchiuhtt,:  R.  Euckcn.  —  Ethik:  Fr.  Paulseu.  —  P&dagogik:  W.  Mfluch. 
'•i    Lipps    —  Di<;  Znkunftsaufgaben  der  Philosophie:  Fr.  Panlsen.    [yOl  • 
i  '     *  tlWMf  jin  THTil  geb.  M.^r- 
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